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Primszamtétel.
Jeldljuk az x-nél nem nagyobb pozitiv primszamok szamét T1(x)-el. Ekkor
P(0)=4,  P(100)=25 Pp)=2

Az dtaanos kérdés az, hogy egy nagy szamig mennyi primszam van. A tapasztalat azt
mutatja, hogy bar a primszdmok egyenként meglehetdsen rendezetlentl helyezkednek e a
természetes szdmok kozott, Osszességében meégis valamilyen szabdyossdg jellemzi
el6fordulasukat. Gauss a kovetkezo észrevételt tette:

P(x) 1

A, -

X log x

a logaritmus aapszdma az e. Ezt Gauss nem tudta bebizonyitani, csak 1896-ban sikeriilt
Charles Jean de la Vallée Poussin és Jacques Hadamard matematikusoknak, egymastél
fUggetlendl. A tétel megemlitése az eléadas nyitdnya volt, a késébbiekben mas jellegi
problémak kovetkeztek.

Sorrend

Az els6 feladat: van n kovink, kilénbozé nehézsegliek, a sorrendjiket szeretnénk minél
kevesebb méréssel megdlapitani, ahol egy mérés két ké nehézségének Osszehasonlitasat
jelenti. Barmely ketté tsszemérése nyilvan j6, de ez n(n — 1)/2 mérés. Ennél joval kevesebbel
is meg lehet dlapitani a sorrendet. Képzeljik e, hogy mar néhany ké sorba van rakva, és egy
Ujabbat szeretnénk a lancha beilleszteni. Ekkor felesleges minden eddigi kével dsszemérni,
hiszen a nehézség (mint relécid) tranzitiv tulajdonsaggal rendelkezik. Ha tehét példaul az U
kovet a kozépsovel (vagy ,majdnem” kozépsovel) Osszemérjik, és annd nehezebbnek /
konnyebbnek taldljuk, akkor mér a kdvek felénd biztosan nehezebb / kdnnyebb. Igy [log,2] +
[logz3] + ... + [logen] <log2 + log,3 + ... +logon + (n— 1) = logz(n!) + n— 1, ahol [] most
felsd egész részt jelent. Ebben az 6sszegben az n — 1 kicsi alogz(n!)-hoz képest, han nagy ((n
— D/(logy(n')) — 0, ha n — +x). Tehd a mérések szama nagy h-ekre ~ logy(n!). Ez
Iényegében pontos is, hiszen ha belegondolunk, n kének éppen n! lehetséges sorrendje van,
valamint egy mérés, mivel két kovet hasonlit 6ssze, a lehetséges eseteknek legfeljebb a felét
teszi lehetetlenné, ezért a mérések szamalegaldbb logy(n!).

Szorzas

Az dtaldnos iskoldban tanult szorzés a kovetkezéképpen megy: az ember megtanul egy
szorzétablat, ami szerint egy miveletben Ossze tud szorozni két egyjegyt (tizes
szamrendszerbeli) szamot. Ezutan ennek segitségével m& nagy szdmokat is Ossze tud
szorozni, minden egyes rendezett szamjegy-parra végrehajtja ezt a miivel etet, majd a kapott
szamokbol egy Osszeadasi miveletsorral Gsszedllitja a vegeredmeényt. Ez két n-jegyti szam
esetében n® miiveletet igényel, hiszen ennyi szamjegy-par van. A kovetkezékben ennek a
lecstkkentését vesszik célba. Tegyik fel, hogy két n-jegyii szamot akarunk ¢sszeszorozni, x-
et és y-t. Ekkor bontsuk fel ket Ugy, hogy x = x30" + x,, valamint y = y;40"% + v, a
késsbbiekre legyen n = 2. Ekkor xy = xqy1d0" + (Xqy2 + yix2)10"? + xay,. Valamint vegyiik
észre a kovetkezo trikkot: (g — x2)(y1 — Y2) = Xay1 + Xo¥2 — (Xay2 + YiX2). Ekkor ha egy
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szorzésban kiszamoljuk a feleannyi jegyii Xpyi-t €s xoyo-t, akkor mér csak (X1 — x2)(y1 — Y2)
szorzést kell elvégezni, ami szintén feleannyi jegyii. Teh& a jegyek szamanak kétszeresére
valé ndvekedése a miiveletek szdméanak csak haromszoroséra valé ndvekedését idézte €6 (a
rendes irasbeli szorzasna kétszerannyi jegyhez négyszer annyi mivelet kell). Tehd ha n
jegyhez T(n) miivelet kell, akkor T(n) = 3T(n/2) = ... = 3T(n/2") = 3% Ebbé| azt kapjuk, hogy
T(n) = 394N = U3 = N5 amij sokkal kevesebb az n?-nél. Ez a médszer az dsszeadasok
szamat is csokkenti nagy n-ekre. Az eéadd megjegyezte, hogy ennél joval gyorsabb
szorzésok isismertek, van, ami nlogn mivel ettel végigmegy.

Hamis érmel.

Van 12 éménk, kozulik 1 hamis, de nem tudjuk, hogy melyik az, sem azt, hogy a tobbiné
koénnyebb, avagy nehezebb. Vaamint van egy kétkari mérlegiink, mely egy |épésben
Osszehasonlitja a két tanyérjéra tett érméket, haromféle eredményt szolgdltathat (nehezebb
valamelyik, ekkor azt is tudjuk, hogy melyik, vagy egyenlék). A feladat az, hogy harom
méréssel meghatarozzuk azt, hogy melyik a hamis érme, és hogy a tébbinél nehezebb vagy
konnyebb. Egy lehetséges megoldas: Az érméket harom darab négyesre osztjuk, és kettot
Osszemériink. 1. eset: egyenlok, ekkor a hamis éme a maradék négy kozott van, és mér
ismerink nyolc jO érmét. Vesziink tehat hdrom jO émét, és dsszemérjik a maradék négy
kozul kivaasztott harommal. Ha egyenlok, akkor a 12. érme a hamis, és egy méréssel a
tobbihez val 6 viszonyét megdllapithatjuk; ha nem, akkor tudjuk, hogy a hamis melyik harom
kozott van, és mivel atébbihez vald viszonyat is ismerjik, egy méréssel megtalaljuk. 2. eset:
az €s6 mérésnél valamelyik négyes nehezebb (legyen {a, b, c, d} < {e, f, g, h}). Ekkor
tudjuk, hogy a hamis érme vagy kénnyebb a tobbinél, és a, b, ¢, d valamelyike, vagy pedig
nehezebb atdbbindl, és g, f, g, h valamelyike. Illetve azt is tudjuk, hogy az i, j, k, | érmék jok.
Ekkor mérjik 6ssze {a, €, i, j}-t és{b, c, f, g}-t. Ha egyenldk, akkor d vagy h a hamis, teha
példaul egy {d} —{k} méréssel készen vagyunk. Ha{a, €, i, j} a nehezebb, akkor e lehet a
tobbinél nehezebb, vagy b vagy ¢ kdnnyebb. Ez egy méréssdl ({b} — {c}) megoldhatd. Ha
pedig {b, c, f, g} nehezebb, akkor f vagy g nehezebb, vagy a kdnnyebb a tébbinél, ez pedig
{f} — {g} méréssel megoldhato. A felmertlé kérdések: Meg lehet-e ezt tenni elére leirt
mérésekkel? Hany érme esetén elegendé még a h&om mérés? Azt a kovek sorba
rendezéséhez hasonléan be tudjuk bizonyitani, hogy 14 érme esetén mar nem elegendé a
harom mérés. Ugyanis egy mérés a | ehetséges eseteknek legaldbb egyharmadét |ehetségesnek
hagyja, tehdt harom mérés legfeljebb 27 esetet tud megkllonboztetni. A lehetséges esetek
szdma azonban kezdetben 28, mivel 14-féle lehet a hamis érme, és a tobbi érméhez vald
viszonya a nehézsegik szerint kétféle lehet. Ekkor a 28 dlapot kozil nem kiilonboztethetd
meg barmelyik ketté, ha csak hdrom mérésiink van. A hamis éme 13 kozil sem vé aszthatd
Ki 3 méréssel.

Hamisérmell.

Van n érménk, kozulik k (legaldbb 1) hamis, és a hamisak koénnyebbek, ismét kétkaru
mérlegink van. Hany méréssel tudjuk a hamis érméket megtaldni? Hany meérésre van
szilkség, ha csak a hamis érmék szdma kell? Ha a hamis érméket meg is kell hatérozni, akkor
osszesen 2"-féle dllapot van, minden mérés legal dbb egyharmadét |ehetségesnek hagyja, tehat
legaldbb nlogs2 mérésre szilkség van. A kérdés fennmarad, hogy ennyi elég-e? Ha a hamis
érméknek csak a szdma kell, akkor c(log n)> mérés elegends, de nem tudni, lehet-e
kevesebbel. Ez a kovetkezéképpen megy. Szintén abbdl indulunk ki, hogy n 2-hatvény.
Ugyanis ha taldunk olyan méréssorozatot, mely c(log n)? |épésben megszamolja a rosszakat,
akkor készen vagyunk atdbbi n-reis, mert két szomszédos 2-hatvany kdzott alog x fliggvény
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csak konstanssal vdtozik. 2-hatvanyokra a kovetkezéképpen oldhatjuk meg a feladatot.
Rakjuk az érméket korbe (egy szabalyos n-szog cslicsaira), majd hlzzunk olyan egyeneseket a
kozépponton a, melyek nem mennek & érmeén, és egy mérésben az egyenes két oldalan levo
érmeéket hasonlitsuk dssze. Ha paros sok hamis van koztik, akkor logzn |épésben megtal djuk
azt az egyenest, melynek a két oldaldn ugyanannyi jé és ugyanannyi hamis érme van. Ha
pedig paratlan sok hamis érme van, akkor 1 + logon lépéshen taldunk olyan helyzetet,
melyben az egyik oldalon pontosan eggyel tébb hamis érme van, mint a méasik oldalon.
Ezutén, 1 + logx(n/2) ugyanigy mindig megfelezi az érméket, mi pedig jegyezzik, hogy az
elhagyottakban levé rosszak szdma hogyan viszonyul a megmaradtak kozott levé rosszak
széméhoz. Igy logon + logx(n/2) + ... + log,2 + logy1 + logon 1épésben megszamolhatjuk a
rossz érméket. Ez 2logzn + logon — 1 + logon — 2 + ... + logon — logzn, ami éppen logpn +
(logzn)? — logzn(logen + 1)/2, ami val6ban c(log n)? alaku.
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