Laczko Lészl6: Ismételjik a geometriét egy feladaton keresztiil!

Feladat:

Az ABC hegyesszOgii haromszog C-nél levé szoge 45°. M a hdromszdg magassagpontja.
Bizonyitsuk be, hogy CM = AB.

A feladathoz a Féldes Ferenc Gimnazium, Miskolc 3 kivalé didkja Ujabb 4 megoldast adott!

Gaspar Attila
komplex szamos megoldasa
(tanarai: Gyéry Akos, Kovacs Attilané, Marosszéky Gabor)

Helyezzik el a hédromszoget a Gauss-féle komplex szamsikon Ugy, hogy a hdromszog koré irt
kor kozéppontja (0) az origo legyen.

A kerlleti és kdzépponti szogek tétele miatt AOB« = 90°, és A0 = BO ezért b = ai.
Ekkor AB = |a — b| = |a(1 = i)| = V2]al.

Ismert, hogy m = a+ b + ¢, igy MC = |m — c| = |a + b| = |a(1 + i)| = V2]a,
ami azt jelenti, hogy AB = MC.
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Gaspar Attila
megoldasa
(tanarai: Gyéry Akos, Kovacs Attilané, Marosszéky Gabor)

Legyenek acslicsok 4, B és C, amagassagpont M, ésakorllirt kor kozéppontja 0!

Ha M-et tiikrozzilk AB-re, akkor aképe a koriilirt koron lesz. igy ha akoriilirt kort tikrozzik
AB-re, akkor ahalad M-en.

Legyen O képe 0’

A Kkerlileti és kozépponti szogek tétele miatt AOB« = 2 - 45° = 90°. AO = BO, ezért az ABO
haromszdg egyenl 6 szaru derékszogii.

A tikrozés miatt az ABO' is egyenlé széru derékszogli, ezért az AO'BO négyzet.
Az atlok egyenlsk, ezért AB = 00'.CM 1L AB 1 00',ezért CM || 00'.

A két kor sugara egyenl, ezért az 0 kdzéppontu kort 00'-ve dtolvaaz 0’ kozéppontut
kapjuk.

igy aC-t 00"-vel dltolva M-et kapjuk.
Ekkor CM = 00' = AB.
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Porupsanszki Istvan
megoldasa
(tanarai: Kovacs Attilané, Vass Ivan, Gydry Akos, Marosszéky Gabor)

A haromszdg magassagainak talppontjai legyenek rendre D, E és F, az oldalainak hossza
pedig szokédsos modon a, b ésc. A C-nél levd szdget a hozza tartozé magassag két részre
oszt, ezek legyenek 6 és ¢ (1. abra)

A BCE ésaCAD haromszdgek egyenlészaru derékszogi hdromszogek, igy
-2 4 —
EC = 5 esCDh = 5

EC _ a
MC  V2MC'®

Az MCE haromszogben: cos§ =

Az AFC h&romszogben: sind = j—z = ATF.

A CDM hé&romszdgben: cos e = @L__»
cM  2:MC

A CFB haromszogben: sine = % = %.

Ezen Osszefliggések segitségével kapjuk, hogy

AF - b BF -a

1
sin45° = —=sin(§ +€) = sind - cose +sine-cosd = +
V2 V2:MC-b 2-MC-a
_AF+BF _ AB

T VZ-cM VZ-cM'

azaz 2_161 =1, sigy vaéban AB = CM.
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Szabo Déniel
megoldasa
(tanarai: Dr. Szabadfalviné Kormanyos Aniko, Gulyas Tibor, Gyéry Akos, Marosszéky Gabor)

Haszndljuk az dbrajeldléseit, azaz a (rendre az A, B, C cslicsokhoz tartozd) magassagok
talppontjai legyenek D, E, F; az ECM szOget pedig jeloljik a-val.

Az FCB sz6g nagysaga 45° — a, hiszen az ACB sz6g 45°-0s afeltétel értelmében. Tovébba az
FBM ésaz ECM szbgek merdleges szarl hegyesszogek, amibol az adédik, hogy FBM <« =
ECM< = «a. Teljesen hasonldan kapjuk, hogy FAM<« = 45° — a.

El6szor AB-t fejezzik ki a CAF ésa CBF haromszdgekben felirt tangensek segitsegével:
AB = AF + BF = CF - tga + CF - tg(45° — a) = CF(tga + tg(45° — a)) D

Majd CM-et, amihez aBFM és a CBF haromszogekben felirt tangenseket fogjuk haszndni:
BF

CM = CF — MF = CF — BF - tga = CF(l —C—F-tga) =CF(1—-tg(45° — a) - tga) (2)

tga-raéstg(45° — a)-rairjuk fel akét szog dsszegének tangensére vonatkozo addicios

képletet:

tga +tg(45° — )

—tga - tg(45° — a)

1=1tg45° =tg(a+ (45° — a)) = 1

Ebbél &rendezéssel kapjuk, hogy:
tga +tg(45° —a) = 1 — tga - tg(45° — a).

Mindkeét oldalt beszorozva CF-fel, és figyelembe véve (1) és (2) eredményét, a bizonyitandd
AB = CM 0Osszefuggést kapjuk.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ 414



