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Előzetes tudnivalók 
Az összefüggések leírására a következő ábra jelöléseit használjuk: 

 

  
 

I. Minden háromszögben érvényes összefüggések: 
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II. Minden háromszögben: 
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minden nem derékszögű háromszögben:  

γβαγβα tgtgtgtgtgtg ⋅⋅=++  
 

III. Hegyesszögű háromszögben a magasságpont és bármely két csúcs köré írt kör sugara ugyanak-
kora, mégpedig egyenlő a háromszög köré írt körének sugarával. 
 

IV. A magasságpont oldalakra illetve oldalközéppontokra vonatkozó tükörképei a háromszög köré 
írható körén vannak. 
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Feladatok 
1. Bizonyítsuk be az alábbi összefüggések helyességét minden háromszögre! 
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2. A következő feladatok derékszögű háromszögekre vonatkoznak (c az átfogó). 

a.) ?;;9914 === cbarr c  

b.) ?;1573 === barc  

c.) ?;2810 === cbar  

d.) ?;;403 === cbakr  

3. Egy háromszög hozzáírt köreinek sugarai 3; 10 és 15 egység. Mekkora a háromszög kerülete? 

4. Szerkesztendő az ABC háromszög ha adott az AB oldal, a beírt kör sugara, továbbá az AB ol-

dalhoz hozzáírt kör sugara. 

5. Adott egy konvex szögtartomány és rajta kívül egy P pont. Szerkesszük a P ponton keresztül 

olyan egyenest, mely a szögtartományból adott kerületű háromszöget vág le! 
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6. Adott az ABC háromszög és a köré írt egységnyi sugarú kör. Van egy olyan körzőnk, mellyel 

csak egységnyi sugarú köröket tudunk szerkeszteni. Szerkesszük meg a háromszög magasság-

pontját csak ennek a körzőnek a segítségével! 

7. Szerkesszünk háromszöget, ha adott a c oldal, a hozzátartozó mc magasság, és a másik két ol-

dal összege: d ( = a + b )! 

8. Szerkesszünk háromszöget, ha adott az egyik szöge, az ezt felező egyenes háromszögbe eső 

szakasza és a háromszög kerülete! 

9. Szerkesszünk háromszöget, ha adott a beírt körének, valamint két hozzáírt körének középpont-

ja! 

10. Tekintsük az ABC háromszöget oldalait érintő négy kör közül az a kettőt, amely az AB oldalt 

érinti. Bizonyítsuk be, hogy e két kör sugarának mértani közepe nem lehet nagyobb az AB ol-

dal felénél! 

11. Mutassuk meg, hogy az ABC háromszöget érintő körök közül bármelyik három középpontján 

átmenő kör sugara az ABC háromszög köré írható körének átmérőjével egyenlő! 

12. Az ABC háromszögbe írt kör a BC oldalt D pontban, a körnek BC-vel párhuzamos érintője E 

pontban érinti. Az AE egyenes a BC oldalt az M pontban metszi. Bizonyítsuk be, hogy 

BM = CD! 

13. Az ABC háromszög oldalait a beírt kör K1, K2 és K3 pontokban érinti. A hozzáírt körök közép-

pontjai O1, O2 és O3. Bizonyítsuk be, hogy az ABC háromszög területe mértani közepe K1K2K3 

és O1O2O3 háromszögek területeinek! 

14. Egy háromszög egyik oldala egyenlő a másik két oldal összegének harmadával. Bizonyítsuk 

be, hogy az eredeti háromszögbe és a középháromszögbe írt körök érintik egymást! 

15. Az ABC háromszögbe írt kör középpontja O, a hozzáírt köröké O1, O2, O3. Bizonyítsuk be, 

hogy a négy pont közül bármelyik három ponton átmenő kör sugara ugyanakkora! 

16. Egy háromszög hozzáírt köreinek középpontjából állítsunk merőlegeseket a háromszög érintett 

oldalaira. Bizonyítsuk be, hogy a három egyenes egy pontban metszi egymást! 
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17. Kössük össze a háromszög egyik csúcsát a beírt kör és a szemközti oldalhoz tartozó hozzáírt 

kör középpontjával. Bizonyítsuk be, hogy a két távolság szorzata egyenlő a választott csúcs és 

a másik két hozzáírt kör középpontja közti távolságok szorzatával! 

18. A háromszög oldalait belülről érintő körhöz az a, b, c oldalakkal párhuzamosan húzott érintők-

nek a háromszög belsejében lévő szakaszai legyenek a1, b1, c1. Bizonyítsuk be, hogy 

 1111 =++
c
c

b
b

a
a

! 

19. A 18. feladatban leírt módon keletkezett „kis háromszögekbe” is rajzoljuk meg a beírható kö-

röket. Határozzuk meg a négy kör területének összegét az eredeti háromszög oldalainak segít-

ségével! 

20. Egy háromszög mindhárom oldalegyenesét érintő négy kör sugara egy mértani sorozat egy-

mást követő négy eleme. Mekkora a háromszög legnagyobb szöge? 

21. Bizonyítsuk be, hogy a hegyesszögű háromszög területe egyenlő a köré írt kör sugarának és a 

talpponti háromszög félkerületének szorzatával! 

22. Bizonyítsuk be, hogy minden háromszögben !1coscoscos
R
r

+=++ γβα  

( Sugáregyenlőtlenség:  

rRRRR +=++

≤

≤++

γβα
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23. Legyen nAAA L,, 21  tetszőleges n oldalú húrsokszög, melyet egymást nem metsző átlói  

(n-2) darab háromszögre bontanak. Igazoljuk, hogy a háromszögekbe beírt körök sugarainak 

összege nem függ a felbontástól! 

24. Egy háromszög oldalai egész számok, beírt körének sugara egységnyi. Határozzuk meg a há-

romszög oldalait! 

25. Egy háromszög oldalainak, valamint beírt köre r és hozzáírt körei ra, rb, rc sugarainak mérték-

számai egész számok, a sugarakéi párosak. Határozzuk meg a háromszög oldalait, ha  

 cbacbacccbba rrrrrrrrrrrrrrrr ⋅⋅⋅=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅  ! 
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26. Valamely háromszögről a következőt tudjuk: ++ ∈∈= ZtZrrrr cba ;,,;1 . Határozzuk 

meg a háromszög a háromszög oldalait! 

27. Egy derékszögű háromszög oldalainak mértékszámai egészek, melyeknek nincs 1-nél nagyobb 

közös osztójuk. Az átfogóhoz hozzáírt kör sugara 420. Határozzuk meg az oldalak mértékszá-

mát! 

28. Az ABC hegyesszögű háromszög magasságpontja M, oldalai a, b, c. Mutassuk meg, hogy 
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⋅⋅=++ ! 

29. 
Állapítsuk meg az 2

222

s
rrr cba ++

 tört minimumát! 

30. Bizonyítandó: 
ρρρρ
rrrr

n

n =⋅⋅⋅ .....
2

2

1

1  

(A felosztó egyenesek tetszőlegesek; r  az ABC  

háromszögbe írt kör sugara; ρ az ABC  három-

szöghöz hozzáírt kör sugara) 

31. Egy négyzetbe írjunk egy olyan általános négyszöget, 

melynek átlói merőlegesek egymásra. A beírt négyszög 

oldalai és az átlói a négyzetet nyolc háromszögre bontja, 

melyekbe megrajzoljuk a beírt köröket és az egyes há-

romszögeket az ábra szerint pirosra és kékre színezzük. 

Igazoljuk, hogy a piros háromszögekbe írt körök sugarai-

nak az összege megegyezik a kék háromszögbe írt körök 

sugarainak az összegével! 

32. Jelölje P egy szabályos háromszög tetszőleges belső pontját. P-ből az oldalakra állított merőle-

gesek talppontjai A1, B1 és C1. A keletkezett hat kis háromszöget kiszínezzük pirossal és kék-

kel felváltva valamelyik körüljárást követve, majd megrajzoljuk mindegyik kis háromszög be-

írható körét. Bizonyítsuk be, hogy a piros háromszögekbe írt körök sugarainak az összege 

megegyezik a kék háromszögekbe írt körök sugarainak az összegével! 
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33. Az ABCD érintőtrapézt átlói négy háromszögre bontják. A két-két szemközti háromszöget szí-

nezzük pirosra és kékre, majd megrajzoljuk mindegyik kis háromszögbe írható kört. Bizonyít-

suk be, hogy a piros háromszögekbe írt körök sugarainak a reciprokösszege megegyezik a kék 

háromszögekbe írt körök sugarainak a reciprokösszegével! 

34. Egy tetszőleges háromszögben megrajzoljuk a súlyvonalakat, majd a keletkezett kis háromszö-

geket valamelyik körüljárást követve felváltva pirosra és kékre színezzük és megrajzoljuk 

mindegyik beírt körét. Bizonyítsuk be, hogy a piros háromszögekbe írt körök sugarainak a 

reciprokösszege megegyezik a kék háromszögekbe írt körök sugarainak a reciprokösszegével! 

35. Mutassuk meg, hogy ha egy háromszög derékszögű, akkor az oldalegyeneseket érintő körök 

sugarai közül az egyik egyenlő a másik három érintő kör sugarának összegével! 
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Megoldások 
Feladat 1. 
Bizonyítsuk be az alábbi összefüggések helyességét minden háromszögre! 
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Induljunk ki a háromszög területét kifejező összefüggésekből: 
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A többi oldalra is felírva, majd összeadva őket: 
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b.) 
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Induljunk ki a háromszög területét kifejező összefüggésekből: 
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A többi oldalra is felírva, majd összeadva őket: 
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c.) 

Rrrrr cba 4=−++  
 

Induljunk ki a háromszög területét kifejező összefüggésekből: 
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A többi oldalra is felírva, majd összeadva őket: 
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R
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Induljunk ki a színusztételből: 
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A többi oldalra is felírva, majd összeadva őket: 
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e.) 
2trrrr ba =⋅⋅⋅  

 

Használjuk a következő összefüggéseket: 
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f.) 

cba rrrrRcba ⋅⋅⋅⋅= 2222 16  

 

Használjuk fel az e.) részben kapott összefüggéseket: 
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 cba rrrrRcba ⋅⋅⋅⋅= 2222 16   □ 

 

g.) 
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Használjuk fel az ábráról is leolvasható ismert összefüggéseket: 
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A többi oldalra is felírva, majd alakítva: 
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Ha továbblépünk, és másképpen is felírjuk a területet 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) =−+−+−=−== csbsasrssrrst 23  
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222222
2 γβαγβα ctgctgctgrrctgrctgrctgr  
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Ez az állítás is minden háromszögre teljesül. 

 

Összevetve az előbb kapott azonossággal kapjuk: 
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ami minden háromszögre érvényes. 

 

 (Teljesen hasonló módon megkaphatjuk a minden nem derékszögű háromszögre érvényes 

 γβαγβα tgtgtgtgtgtg =++  

összefüggést.) 

 

h.)  
2srrrrrr accbba =++  

 

Használjuk a következő összefüggéseket: 
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Ezt a többi oldalra is felírva és felhasználva: 
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 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 223 sssscsbsass =−=−+−+−=  

 cbcaba rrrrrrs ++=2   □ 

 

Ha a bizonyított állításunkat tovább rendezzük: 
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összefüggéshez jutunk. 
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Használjuk a következő összefüggéseket: 
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Ezt a többi oldalra is felírva és felhasználva: 
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felhasználva a c.) és a h.) feladat eredményeit 

 
( )

=
+++−−++

= 2

22

4
22)(

r
rrrrrrrrrrr cbcabacba  

 2

222

2

222

2
8

4
2216

r
srR

r
rsR −+

=
+−

=  

 2

222222

2
8

r
srR

m
r

m
r

m
r

c

c

b

b

a

a −+
=








+








+








  □ 

 



Kubatov Antal: A háromszög nevezetes köreinek sugaraival kapcsolatos feladatok 

Matematika Oktatási Portál, http://matek.fazekas.hu/ 12

Feladat 2. 
A következő feladatok derékszögű háromszögekre vonatkoznak (c az átfogó). 
 

a.)  

?;;9914 === cbarr c  
 

Írjunk fel összefüggéseket az ismeretlenekre! 

 ( ) 851499 =−=−−= cssc  

Tehát 

 85=+ yx  

A Pitagorasz-tételét felírva: 

 ( ) 2222 )(8514)14( yxyx +==+++  

 1386=xy  

Ugyanezt megkaptuk volna, ha a területet írjuk fel 

kétféle módon 
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2
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yxrst  

A kapott egyenlterendszert megoldva 
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y
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Tehát a háromszög befogói 77 illetve 36 egységnyiek.  □ 

 

b.)  

?;1573 === barc  
 

Számítsunk ki adatokat: 

 yxc +== 73  

 
( ) ( ) ( ) 8815

2
1515

=++=
+++++

= yxyxyxs  

Írjuk fel a területet kétféle módon 
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2
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yxrst  



Kubatov Antal: A háromszög nevezetes köreinek sugaraival kapcsolatos feladatok 

Matematika Oktatási Portál, http://matek.fazekas.hu/ 13

 
( )( )

2
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A kapott egyenlterendszert megoldva 
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x

 

Tehát a háromszög befogói 55 illetve 48 egységnyiek.  □ 

 

c.) 

?;2810 === cbar  
 

Írjuk fel a pitagorasz-tételt 

 
( ) ( )

35
3243678410020

182810 222

=
+=++

+=++

x
xx

xx
 

Tehát a keresett oldalak: 45=b  és 53=c .  □ 

 

d.)  

?;;403 === cbakr  
 

Számítsunk ki adatokat: 

 3
2

62220 ++=
++

== yxyxs  

 17=+ yx  

Írjuk fel a területet kétféle módon 

 
( )( )

2
33 ++

==
yxrst  

 
( )( ) 60

2
33203 =⇒

++
=⋅ xyyx

 

 

A kapott egyenlterendszert megoldva 

 




=
=





=
=

2
5

5
2

2

2

1

1

y
x

y
x

 

 

Tehát a háromszög befogói 8 illetve 15 egységnyiek.  □ 
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Feladat 3. 
Egy háromszög hozzáírt köreinek sugarai 3; 10 és 15 egység. Mekkora a háromszög kerülete? 

 

Az 1/h. feladat alapján  

 21510315103 s=⋅+⋅+⋅  

 3015 =⇒= ks   □ 

 

Feladat 4. 
Szerkesztendő az ABC háromszög ha adott az AB oldal, a beírt kör sugara, továbbá az AB oldalhoz 
hozzáírt kör sugara. 

 

Az ábra alapján: 

 cbsasAEAEEE =−+−=+= 2121  

 cEE =21  

OOEE c21  szerkeszthető, tehát a háromszög is 

szerkeszthető.  □ 

 
Feladat 5. 

Adott egy konvex szögtartomány és rajta kívül egy P pont. Szerkesszük a P ponton keresztül olyan 
egyenest, mely a szögtartományból adott kerületű háromszöget vág le! 

 

Az ábra alapján: 

A c oldalhoz hozzáírt kör könnyen szerkeszthető, hiszen 

1E  és 2E  is s távolságra van a C-től. Ezután P-ből 

érintőt szerkesztünk k-hoz.  

(Nincs megoldás, ha nem szerkeszthető érintő.)  □ 

 

Feladat 6. 
Adott az ABC háromszög és a köré írt egységnyi sugarú kör. Van egy olyan körzőnk, mellyel csak 
egységnyi sugarú köröket tudunk szerkeszteni. Szerkesszük meg a háromszög magasságpontját csak 
ennek a körzőnek a segítségével! 
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Az ábra alapján:  

Tudjuk, hogy M oldalakra vonatkozó tükörképe k-n van. 

Ezért 1'''''' === KMKMKM .  

Így, ha az oldalakra tükrözzük pl. 'KM -t, akkor a tükörkép is 

egységnyi.  

 

Tehát K-t tükrözzük két oldalra (K’;K’’), majd K’ és K’’ körüli 

egységnyi sugarú körök metszéspontjaként megkapjuk M-et.  □ 

 

Feladat 7. 
Szerkesszünk háromszöget, ha adott a c oldal, a hozzátartozó mc magasság, és a másik két oldal 
összege: d ( = a + b )! 

 

Az ábra alapján: 

 
2

dcs +
=  szerkeszthető 

 
c
s

r
msrmc c

c =⇒⋅=⋅   

azaz r szerkeszthető (negyedik arányos 

szerkesztése). 

Így a szerkesztés menete például: 

∆CEO szerkesztése,ebböl a beírható kör 

szerkesztése,majd C középpontú, cm sugarú kör felvétele.A két kör közös külső érintője a c oldal.  □ 

 

Feladat 8. 
Szerkesszünk háromszöget, ha adott az egyik szöge, az ezt felező egyenes háromszögbe eső szakasza 
és a háromszög kerülete! 

 

Az ábra alapján: 

 

G szerkesztése;az a oldalhoz hozzáírt kör 

szerkesztése; G-ből érintő szerkesztése a 

körhöz.  □ 
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Feladat 9. 
Szerkesszünk háromszöget, ha adott a beírt körének, valamint két hozzáírt körének középpontja! 

 

Az ábra alapján: 

 

bO -ből merőleges szerkeztése OOa -ra, aO -ból merőleges 

szerkesztése OOb -ra. Az így kapott egyenesek metszéspontja 

cO .ABC az cba OOO talpponti háromszöge.  □ 

 

Feladat 10. 
Tekintsük az ABC háromszöget oldalait érintő négy kör közül az a kettőt, amely az AB oldalt érinti. 
Bizonyítsuk be, hogy e két kör sugarának mértani közepe nem lehet nagyobb az AB oldal felénél! 

 

Az ábra alapján: 

 ( ) ( ) ( ) ccccc rrrrrrrrOOc 2. 2222 =−−+≥−−=  

 crrc 2≥  

 crrc
≥

2
  □ 

És ezt kellett bizonyítanunk! 

 

Feladat 11. 
Mutassuk meg, hogy az ABC háromszöget érintő körök közül bármelyik három középpontján átme-
nő kör sugara az ABC háromszög köré írható körének átmérőjével egyenlő! 

 

Az ábra alapján: 

Triviális, hogy az cba OOO  háromszög mindig hegyesszögű 

melynek O a magasságpontja.Az cba OOOO ;;;  pontok közül 

bármely három köré írható kör sugara megegyezik(lásd Geo-

metriai feladatok gyüjteménye I., 1082.feladat). Másrészt az 

ABC háromszög köré írt kör az cba OOO háromszög Feuerbach 

köre, s így sugara fele az  cba OOO  háromszög köré írt sugará-

nak.  □ 
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Feladat 12. 
Az ABC háromszögbe írt kör a BC oldalt D pontban, a körnek BC-vel párhuzamos érintője E 
pontban érinti. Az AE egyenes a BC oldalt az M pontban metszi. Bizonyítsuk be, hogy BM = CD! 

 

Az ábra alapján: 

Ha megmutatjuk, hogy M a hozzá írt kör érintési pontja ak-

kor készen vagyunk, hiszen a beírt kör érintési pontja olyan 

messze van az egyik csúcstól, mint a hozzáírt kör érintési 

pontja a másiktól.  

A beírt kör a felső kis háromszögnek hozzá írt köre.  

Tekintsük azt a középpontos hasonlóságot (középpont: A), 

mely a kis háromszöget a nagy háromszögbe viszi. Ez a hoz-

zá írt kör E érintési pontját is átviszi az M-be, a nagy három-

szög hozzáírt körének érintési pontjába.  □ 

 

Feladat 13. 
Az ABC háromszög oldalait a beírt kör K1, K2 és K3 pontokban érinti. A hozzáírt körök középpontjai 
O1, O2 és O3. Bizonyítsuk be, hogy az ABC háromszög területe mértani közepe K1K2K3 és O1O2O3 
háromszögek területeinek! 

 

Használjuk a következő jelöléseket: 

 Tt
cba ooo =  

 ttABC =  

 τ=
321 KKKt  

Ekkor felírhatjuk a következőket 

 

( ) ( ) ( )







 ⋅−
+

⋅−
+

⋅−
−=

2
sin

2
sin

2
sin 222 γβα

τ
csbsast  

 
ba
tbat

⋅
⋅

=⇒
⋅⋅

=
2sin

2
sin

γ
γ

 

 
( ) ( ) ( )

=






 −
+

−
+

−
⋅−=

ab
cs

ac
bs

bc
astt

222

τ  

 
( ) ( ) ( )

=







⋅⋅

−⋅−−⋅−−⋅−⋅⋅
⋅=

cba
cscbsbasacbat

222
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 =







⋅⋅

−⋅⋅+⋅−−⋅⋅+⋅−−⋅⋅+⋅−⋅⋅
⋅=

cba
cscscbsbsbasasacbat

322322322 222
 

 
( ) ( ) ( )

=







⋅⋅

⋅⋅+++−⋅++⋅+⋅++−
⋅=

cba
cbacbascbascbat

3332222 2
 

 
( ) ( ) ( )

cba
csbsas

⋅⋅
−⋅−⋅−⋅

=
2

 

Tudjuk, hogy 

 ( )
as

ttas aa −
=⇒=− ρρ  

 ( )( )( )csbsas
tcbat

cs
c

bs
b

as
atcbaT cba

−−−
⋅⋅⋅

=⋅





 +

−
+

−
+

−
=+

⋅
+

⋅
+

⋅
=

2
2

2
1

222
ρρρ

 

 2tT =⋅τ   □ 

 

Feladat 14. 
Egy háromszög egyik oldala egyenlő a másik két oldal összegének harmadával. Bizonyítsuk be, 
hogy az eredeti háromszögbe és a középháromszögbe írt körök érintik egymást! 

 

Az ábra alapján: 

 213
FCAFcab ⇒

+
=  érintőnégyszög,  

tehát 21FF  érinti a beírható kört. 

2121 TFFT =  (a beírt illetve a hozzáírt kör érintési pontjainak csúcsoktól 

való távolsága alapján). Jelölje 2k  az 21BFF  háromszög beírt körét. A 2k  

kör tükörképe 21FF  felezőpontjára 3k . 21FF  a 1k  és 3k  közös érintője 

2T -ben. Tehát 1k  és 3k  2T -ben érinti egymást.  □ 

 

Feladat 15. 
Az ABC háromszögbe írt kör középpontja O, a hozzáírt köröké O1, O2, O3. Bizonyítsuk be, hogy a 
négy pont közül bármelyik három ponton átmenő kör sugara ugyanakkora! 

 

Az 321 OOO háromszög mindig hegyesszögű valamint lásd a Geometriai feladatok gyűjteménye I. 

1082. feladatának megoldását!  □ 
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Feladat 16. 
Egy háromszög hozzáírt köreinek középpontjából állítsunk merőlegeseket a háromszög érintett ol-
dalaira. Bizonyítsuk be, hogy a három egyenes egy pontban metszi egymást! 

 

Az ábra alapján:  

A hozzáírt körök középpontjai által meghatározott háromszögben 

az eredeti háromszög talpponti háromszög. Ha megmutatjuk, hogy 

a háromszög csúcsaiból a talpponti háromszög oldalaira emelt me-

rőlegesek egy pontban metszik egymást, akkor készen vagyunk. 

Megmutatjuk, hogy ezek az egyenesek átmennek a háromszög kö-

ré írható kör középpontján.  

Legyen 1M illetve 2M az M tükörképe AB -re illetve BC -re 

(rajta vannak k -n). 

BMBMMB 21 == így 21BMM egyenlőszárú, tehát a B -ből induló 21MM -re merőleges egyenes 

felezi az 21MM húrt, s így átmegy k középpontján is. 2121 TTMM (hisz M középpontú ½-szeres kö-

zéppontos hasonlóság adja), így az 21MM felező merőlegese merőleges 21TT -re, azaz a csúcsokból a 

talpponti háromszög oldalaira bocsátott egyenesek átmennek a kör középpontján.  □ 

 

Feladat 17. 
Kössük össze a háromszög egyik csúcsát a beírt kör és a szemközti oldalhoz tartozó hozzáírt kör kö-
zéppontjával. Bizonyítsuk be, hogy a két távolság szorzata egyenlő a választott csúcs és a másik két 
hozzáírt kör középpontja közti távolságok szorzatával! 

 

Az állítás így is írható: 

 a

cb

CO
CO

CO
CO

=
 

Az ábra alapján: 

 ∆∆ acb OCOOCO ~   

 o
cab COOCOO 90=∠=∠  

 ∠=∠ acb OCOOCO  

  ⇓  

 
a

cb

CO
CO

CO
CO

=  □ 
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Feladat 18. 
A háromszög oldalait belülről érintő körhöz az a, b, c oldalakkal párhuzamosan húzott érintőknek a 
háromszög belsejében lévő szakaszai legyenek a1, b1, c1. Bizonyítsuk be, hogy 

 
1111 =++

c
c

b
b

a
a

! 
 

Az ábra alapján: 

A kis háromszög hasonló az ABC háromszöghöz, a hasonlóságuk aránya 

a hozzáírt körök érintési pontjait a távolabbi csúcsokkal összekötő szaka-

szok aránya. 

 
s

cs
c
c −

=1  

 
( ) 13111 =

++−
=

−
+

−
+

−
=++

s
cbas

s
cs

s
bs

s
as

c
c

b
b

a
a

  □ 

 

Feladat 19. 
A 18. feladatban leírt módon keletkezett „kis háromszögekbe” is rajzoljuk meg a beírható köröket. 
Határozzuk meg a négy kör területének összegét az eredeti háromszög oldalainak segítségével! 

 

Az előző észrevételt felhasználva: 

 
s

cs
r
r

s
bs

r
r

s
as

r
r −

=
−

=
−

= 321  

Így 

 
( ) ( ) ( )

=






 +−+−+−
=+++ 2

2222
222

3
2

2
2

1 s
scsbsasrrrrr πππππ  

Héron képlet 

 ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
4

2222

s
scsbsascsbsass +−+−+−

−−−= π   □ 

 

Feladat 20. 
Egy háromszög mindhárom oldalegyenesét érintő négy kör sugara egy mértani sorozat egymást kö-
vető négy eleme. Mekkora a háromszög legnagyobb szöge? 

 

Tegyük fel, hogy 

 cba rrrr ≤≤≤  
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Ekkor 

 

bs
t

cs
t

s
t

as
t

r
r

r
r

b

ca

−

−=−⇒=  

 
cs
bs

as
s

−
−

=
−

 

 basbsascss ⋅+⋅−⋅−=⋅− 22  

 ( ) bacbas ⋅=−+⋅  

 
( ) bacba

⋅=
−+

2

22

 

 bacbaba ⋅⋅=−⋅⋅++ 22 222  

 222 cba =+  

Tehát a háromszög legnagyobb szöge o90 .□ 

 

Feladat 21. 
Bizonyítsuk be, hogy a hegyesszögű háromszög területe egyenlő a köré írt kör sugarának és a 
talpponti háromszög félkerületének szorzatával! 

 

I. megoldás: 

Az ábra alapján:  

 

A megoldás hasonló ahhoz, ahogyan a legkisebb kerületű be-

írható háromszöget szerkesztjük.  

 ∆∆ AKCBTT ~"
3

,
3  

 kTTmBTBTBT b ==== "
3

'
33

"
3

'
3  

 Rkmb
R
b

m
k

b
b

⋅=⋅⇒=  

 
22

Rkmb
t b ⋅

=
⋅

=  

K a köréírt kör középpontja 

k a talpponti háromszög kerülete.  □ 
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II. megoldás: 

Azt használjuk fel, hogy a magasságpontnak az oldalra vonatko-

zó tükörképei a köréírt körön vannak. Az  AM’ BM” CM”’ hat-

szög területe kétszerese az ABC háromszög területének ( a tükrö-

zés miatt). Ez 3 deltoidból  rakható össze.( PL. KM’ AM’’’ del-

toidból mert KM”’= KM’=R és AM’ és AM”’ ugyanakkora ke-

rületi szögekhez tartozó húrok.)  

Így a hatszög területe:  

=⋅+⋅+⋅
2

"'"
2

'"'
2

"' MMRMMRMMR  

( )'""'"'"'
2

MMMMMMR
++⋅=  

Másrészt az M’M”M”’ háromszög a talpponti háromszög 2-szeres nagyítása M-ből. Így kerülete is 

2-szerese annak. Tehát a hatszög területe: 

 
2

2
2

kRtkR
ABC

⋅
=⇒⋅⋅   □ 

 

III. megoldás: 

Tudjuk, hogy az eredeti ABC magasságvonalai a talpponti háromszög szögfelezői. Ez azt is jelenti, 

hogy pl. AB külső szögfelező, hiszen merőleges a belső (T1C) szögfelezőre. Ebből következik, hogy B 

a talpponti háromszög T1T2 oldalához írt kör középpontja. 

 ( )
bm

k
kET 290cos
23 =−⇒= βo  

 
R

b
⋅

=
2

sin β  

azaz 

 
R

b
m
k

b ⋅
=

⋅ 22
 

 
2

kRtABC
⋅

=   □ 

 

Feladat 22. 
Bizonyítsuk be, hogy minden háromszögben: 

 !1coscoscos
R
r

+=++ γβα  



Kubatov Antal: A háromszög nevezetes köreinek sugaraival kapcsolatos feladatok 

Matematika Oktatási Portál, http://matek.fazekas.hu/ 23

 [ ]11coscoscos
R
r

+=++ γβα  

 
=
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+
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+
⋅⋅
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ba
cba
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bca

cb
acb

222

222222222

 

 

( )( )( )
cbas

csbsass
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t

T
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⋅⋅⋅

⋅
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⋅
⋅⋅

+
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Már könnyen belátható. 

 
2
1

≤
R
r

 

(sugáregyenlőtlenség) az egyenlőség akkor teljesül, ha a háromszög szabályos. A sugáregyenlőtlen-

ségből következik, hogy a háromszög Feuerbach-féle körének sugara(R/2) nem lehet kisebb a beírt kör 

sugaránál(r). A fentiekből következik: 

 
2
3coscoscos ≤++ γβα  

 3 coscoscos
3

coscoscos
2
1

γβα
γβα

⋅⋅≥
++

≥  

 γβα coscoscos
8
1

⋅⋅≥  

[ ]1 -et rendezve: 

 RrRRR +=⋅+⋅+⋅ λβα coscoscos  

 

αcosR : K oldaltól való előjeles távolsága 

ha α < °90  ha °= 90α  

cos 0=α  

ha °> 90α  

cos( αα cos)180 −=−°  

 

 

 
 

Vagyis az állítás megfogalmazható így is: rRddd +=++ 321  ahol kd  a köréírható kör  

közzépontjának előjeles távolsága a megfelelő oldaltól.  □ 
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Feladat 23. 
Legyen nAAA L,, 21  tetszőleges n oldalú húrsokszög, melyet egymást nem metsző átlói  
(n-2) darab háromszögre bontanak. Igazoljuk, hogy a háromszögekbe beírt körök sugarainak össze-
ge nem függ a felbontástól! 

 

Alkalmazzuk az előző észrevételt minden háromszögre! 

Minden – átlóhoz tartozó – szakasz pontosan két három-

szögben szerepel, egyszer pozitív, egyszer negatív elő-

jellel, így ha összegezzük minden háromszögre, akkor  

 ''
2

'
1

2

1
...)( n

n

i
i dddrR +++=+∑

−

=

 

Ahol '
1d  a sokszög oldalainak távolsága a középponttól, 

és az adott sokszög esetén állandó. Így a fenti 

egyenletből: 

 Rndr
n

i
i

n

i
i )2(

1

'
2

1
−−= ∑∑

=

−

=

 állandó   □  

 

Feladat 24. 
Egy háromszög oldalai egész számok, beírt körének sugara egységnyi. Határozzuk meg a 
háromszög oldalait! 

 

A következők jelöléseket használjuk: 

 cszbsyasx −=−=−= ;;  

 1=r  

 ( )( )( )csbsasssrt −−−⋅=⋅=∆  

 ( )( )( )csbsass −−−=  

 zyxzyx ⋅⋅=++  

Mivel a, b, c pozitív egészek x, y, z vagy egészek vagy 
2
1

+k  alakúak. 

a.) 
2
1,, +kzyx  alakúak 

2x, 2y, 2z páratlanok  

 ( )
4342144 344 21

páratlanpáros

zyxzyx 2222224 ⋅⋅=++⋅  

Ellentmondásra jutottunk, tehát:  
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b.) x, y, z egész  

 

Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy .xyx ≥≥  

Ekkor  

 zyxyxx ⋅⋅=++≥ 13  

 zy ⋅≥3  (y,z pozitív egészek) 

 x y z 

 2 1 3 

 3 1 2 

 - 1 1 

 

Tehát a háromszög oldalai 3,4 és 5 egységnyire.  □ 

 

Feladat 25. 
Egy háromszög oldalainak, valamint beírt köre r és hozzáírt körei ra, rb, rc sugarainak mértékszá-
mai egész számok, a sugarakéi párosak. Határozzuk meg a háromszög oldalait, ha  
 cbacbacccbba rrrrrrrrrrrrrrrr ⋅⋅⋅=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅  ! 

 

 cbacbacbcaba rrrrrrrrrrrrrrrr ⋅⋅⋅=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅  

 21211111

1

=⇒==+++ r
rrrrr

r

cba 43421

 

Tehát  srt ⋅=  egész cba rrrr ⋅⋅⋅⇒  négyzetszám 

 
2
1111

=++
cba rrr

 

ha  6=== cba rrr , akkor  6662 ⋅⋅⋅  nem négyzetszám ⇒ ellentmondás! 

 

Az általánosság megszorítása nélkük feltehetjük, hogy cba rrr ≤≤  

 6
2
11113

≤⇒=++≥ a
cbaa

r
rrrr

(az r=6 esetet már vizsgáltuk) 

 4=ar   (hiszen páros és 2=> rra ) 

 
4

164
4

444
4
111

−
+=

−
⋅

=⇒⋅=⋅+⋅⇒=+
cc

c
bcbcb

cb rr
rrrrrr

rr
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 4−cr  cr  br   

 16 20 5 br páros és bc rr ≥  

 8 12 6  

 4 8 8  

 2 6 12 br páros és bc rr ≥  

 -2 2 -  

 -4 0 -  

 -8 -4 -  

 -16 -12 -  

Ha 12=cr  és 6=br , akkor 4=ar  és 2=r , ekkor 

 24126422 =⇒⋅⋅⋅= ∆∆ tt  

és 

 12
2
24

==s  

 6
4
24

==− as ;  4
6
24

==− bs ;  2
12
24

==− cs  

 10;8;6 === cba  

Ha 8=cr  és 8=br , akkor 4=ar  és 2=r , de ekkor a szorzatuk nem négyzetszám 

Tehát a háromszög oldalai 6, 8, és 10 egységnyiek.  □ 

 

Feladat 26. 
Valamely háromszögről a következőt tudjuk: ++ ∈∈= ZtZrrrr cba ;,,;1 . Határozzuk meg a 
háromszög a háromszög oldalait! 

 

 
cba rrrr
1111

++=  

 cba rrrrt ⋅⋅⋅=∆
2  

 1111
=++

cba rrr
 

ha 

 +
∆ ∉=⇒=== Ztrrr cba 273  

ha nem mindegyik sugár 3, akkor kell, hogy legyen egy, amely 2 (kisebb nem lehet, hiszen r=1).  
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Például 2=ar  

 
2

42
2

222
2
111

−
+=

−
=⇒=+⇒=+

cc

c
bcbcb

cb rr
rrrrrr

rr
 

 

Ebből : 

 2−cr  cr  br   

 4 6 3  

 2 4 4 Szorzatuk gyöke (t) nem egész! 

 1 3 6 Szorzatuk gyöke (t) nem egész! 

 -1 - -  

 -2 - -  

 -4 - -  

Tehát 

 6=cr ;  3=br ;  2=ar ;  1=r  

és ekkor 

 66321 =⋅⋅⋅=t  

valamint 

 6
3

==
ts  

 
ar
tas =− ;  

br
tbs =− ;  

cr
tcs =−  

Tehát a háromszög oldalai 3, 4, és 5 egységnyiek.  □ 

 

Feladat 27. 
Egy derékszögű háromszög oldalainak mértékszámai egészek, melyeknek nincs 1-nél nagyobb közös 
osztójuk. Az átfogóhoz hozzáírt kör sugara 420. Határozzuk meg az oldalak mértékszámát! 

 

Az oldalak relatív prímek ⇒ pithagoras-i alaphármas: 

 2222 ;2; nmnmnm +⋅⋅−  (m,n külömbözö paritású) 

 )(2 mnmmnmsrc +⋅=+⋅==  

 mmnm
páratlan

|47534420420)( ⇒⋅⋅⋅==+⋅ 321  

 420>+⇒>+ nmmnm  

 20420 ≤⇒< mm  
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 21≥+ nm  

Másrészt: 

 mnm ⋅<+ 2  

 4202 >⋅⋅ mm  

 15210 ≥⇒> mm  

Tehát 20;16=m  

Mivel 420 nem osztható 16-tal 120 =⇒= nm   

Tehát a=399, b=40, c=401  □ 

 

Feladat 28. 
Az ABC hegyesszögű háromszög magasságpontja M, oldalai a, b, c. Mutassuk meg, hogy 

 
MC

c
MB
b

MA
a

MC
c

MB
b

MA
a

⋅⋅=++ ! 

 

I. Megoldás 

Szíznusztétel felhasználva: 

 
( ) ( ) MA

atg
ABM

R
AM

ABC
R

a

o
=⇒










∆=−

∆
⋅

=
α

α

α

2
90sin

)(
2

sin
  

A többi oldalra felírva kapjuk, hogy 

 
MC

ctg
MB
btg == γβ  

Használjuk fel az ismert összefüggést 

 χβαχβα tgtgtgtgtgtg ⋅⋅=++  

 
MC

c
MB
b

MA
a

MC
c

MB
b

MA
a

⋅⋅=++   □ 

 

II. Megoldás 

Megint felhasználjuk a Geo. I. 1082. feladatát! 

 ACMBCMABM tttt ++=∆  

 
R

MCMAb
R

MCMBa
R

MBMAc
R

abc
4444

⋅⋅
+

⋅⋅
+

⋅⋅
=  

 
MC

c
MB
b

MA
a

MC
c

MB
b

MA
a

++=⋅⋅   □ 
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Feladat 29. 

Állapítsuk meg az 2

222

s
rrr cba ++

 tört minimumát! 

 

 =





+






+






=

++ 222

2

222

s
r

s
r

s
r

s
rrr cbacba  

Használjuk a következő triviális egyenlőtlenséget: 

 ( ) ( ) ( ) 0222222 ≥−+−+−⇔++≥++ cacbbabcacabcba  

valamint az 1.h feladatot 

 1
222222222

222 =⋅+⋅+⋅≥++=
γβγαβαγβα tgtgtgtgtgtgtgtgtg  

Minimális a tört, ha az egyenlőség teljesül, vagyis ha a háromszög szabályos.  □ 

 

Feladat 30. 

Bizonyítandó: 
ρρρρ
rrrr

n

n =⋅⋅⋅ .....
2

2

1

1  

 

A beírt kör érintési pontja olyan messze van az egyik csúcstól, 

mint a hozzáírt kör érintési pontja a másiktól  

 
( )
( ) ε

ϕ
ρερ

ϕ

tg
tgr

tgas
tgasr

=⇒




−=
−=

1

1

11

11  

analóg módon 

 
δ
ε

ρ tg
tgr

=
2

2  

 

felhasználva az összefüggéseket 

 
δ
ϕ

δ
ε

ε
ϕ

ρρ tg
tg

tg
tg

tg
tgrr

=⋅=⋅
2

2

1

1  

 

Ezt folytatva egymás után a többire is kapjuk 

 
ρδ

ϕ
ρρρ

r
tg
tgrrr

n

n ==⋅⋅⋅ ...
2

2

1

1   □ 
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Feladat 31. 
Egy négyzetbe írjunk egy olyan általános négyszöget, melynek átlói merőlegesek egymásra. A beírt 
négyszög oldalai és az átlói a négyzetet nyolc háromszögre bontja, melyekbe megrajzoljuk a beírt 
köröket és az egyes háromszögeket az ábra szerint pirosra és kékre színezzük. Igazoljuk, hogy a pi-
ros háromszögekbe írt körök sugarainak az összege megegyezik a kék háromszögbe írt körök suga-
rainak az összegével! 

 

A feladat megoldásához két segédtételt használunk fel: 

 

1. segédtétel: A derékszögű háromszögbe írt kör átmérője és oldalai között fennáll a 

cbar −+=2  összefüggés, ahol c jelöli a derékszögű háromszög 

átfogóját, a és b pedig a befogóit. 

 

Igazolás: 

Az alábbi ábráról ez könnyen leolvasható 

 

2. segédtétel: Egy négyzetbe rajzolt egymásra merőleges 

szakaszok által a szemközti csúcsoknál keletkező 

szakaszok összege egyenlő, azaz 

 DQ + DS +PB + BR = CQ + CR + AP + AS. 

 

Igazolás: 

Az alábbi ábrát használva: 

 DQ + DS +PB + BR =a+e+d+e+b+c= 

 =b+d+e+a+c+e= CQ + CR + AP + AS 

 

Az ismert, hogy PQ = RS (Geometriai feladatok 

gyűjteménye I. kötet, Tankönyvkiadó, Budapest, 1979. 34. oldal 475. feladat.)  

Az állítás igazolása ezek után a rajzról közvetlenül leolvasható.  □ 

 

Feladat 32. 
Jelölje P egy szabályos háromszög tetszőleges belső pontját. P-ből az oldalakra állított merőlegesek 
talppontjai A1, B1 és C1. A keletkezett hat kis háromszöget kiszínezzük pirossal és kékkel felváltva 
valamelyik körüljárást követve, majd megrajzoljuk mindegyik kis háromszög beírható körét. 
Bizonyítsuk be, hogy a piros háromszögekbe írt körök sugarainak az összege megegyezik a kék 
háromszögekbe írt körök sugarainak az összegével! 

 

A megoldás során ismét felhasználjuk a 31.feladat első segédtételét! 
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Számoljuk ki először a piros háromszögekbe írt 

körök sugarainak a kétszeresének az összegét: 

( )
PCPBCBPBPABA

PAPCACrrr
−++−++

+−+=++

1111

115312
 

 

Hasonlóan járunk el a kékek összegénél: 

( )
PAPBABPCPACA

PBPCBCrrr
−++−++

+−+=++

1111

116422
 

 

Az egyenlőség belátásához elegendő belátni, hogy 

a háromszög oldalain keletkező „piros” és „kék” 

szakaszok hosszának az összege egyenlő, azaz  

 111111 ABCABCCBBAAC ++=++  

(Egyébként ez egy ismert feladat, az elemi megoldás rámutat a feladat hátterére is.) 

 

Tekintsük a következő ábrát, amely az előzőből 

úgy állt elő, hogy a P ponton át párhuzamosokat 

húztunk a szabályos háromszög oldalaival. 

 

Az egyenlőség trivialitása már leolvasható, hiszen 

a keletkező szimmetrikus trapézok szárai egyenlők 

és más-más színűek, ugyanígy a párhuzamosság 

miatt a P körül keletkező három kisháromszög is 

szabályos, és a merőleges felezi a megfelelő oldalt, 

amelyek szintén különböző színűek. Ezzel az állí-

tást beláttuk.  □ 

 

Megjegyzés: Máshogy is igazolható ez az állítás, ha felírjuk csak „piros” és csak „kék” szakaszokkal a 
222 PCPBPA ++  összeget a Pithagorasz-tétel segítségével, és ezeket egyenlővé tesszük, és ha a 

háromszög oldalát a-val jelöljük, akkor azt kapjuk, hogy 

 111111 2
3 ABCABCaCBBAAC ++==++  
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Feladat 33. 
Az ABCD érintőtrapézt átlói négy háromszögre bontják. A két-két szemközti háromszöget színezzük 
pirosra és kékre, majd megrajzoljuk mindegyik kis háromszögbe írható kört. Bizonyítsuk be, hogy a 
piros háromszögekbe írt körök sugarainak a reciprokösszege megegyezik a kék háromszögekbe írt 
körök sugarainak a reciprokösszegével! 

 

Felhasználjuk a háromszögbe írt kör sugarára az ismert  

(1)  
t
s

r
=

1
  

összefüggést, továbbá az ∆≈∆ CDEABC  hasonlóságából adódó 

(2)  2

2

1

3

a
c

t
t

=  

(3)  
a
c

r
r

=
3

1 ,  

valamint a 

(4)  
c
a

ED
BE

t
t

==
3

2  

összefüggéseket. Továbbá felhasználjuk a triviális  

(5)  42 tt =  

egyenlőséget. 

 

Az ábra jelöléseit felhasználva az z állítás: 
4231

1111
rrrr

+=+  

 

Tekintettel arra, hogy az adott trapéz érintőtrapéz, ezért dbca +=+ . Ha ennek az egyenlőségnek 

mindkét oldalához hozzáadjuk az DECEBEAE ;;;  szakaszokat, továbbá a it területű kis három-

szögek félkerületét is -vel jelöljük, ahol i = 1;2;3;4, akkor azt kapjuk, hogy 4231 ssss +=+  

 

Induljunk ki az állítás jobb oldalából: 

 =+=
+

=
+

=
+

=+=+
3

3

3

1

3

31

2

31

2

42

4

4

2

2

42

11

t
c
a
s

t
c
a
s

t
c
a

ss
t

ss
t

ss
t
s

t
s

rr
 

 
3131

3

13

1

313

3

12

2
1 111111

rrrr
r

rr
r

ra
c

rc
a

t
s

a
c

t
a
c

c
a

s
+=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅+

⋅
=   □ 
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Feladat 34. 
Egy tetszőleges háromszögben megrajzoljuk a súlyvonalakat, majd a keletkezett kis háromszögeket 
valamelyik körüljárást követve felváltva pirosra és kékre színezzük és megrajzoljuk mindegyik beírt 
körét. Bizonyítsuk be, hogy a piros háromszögekbe írt körök sugarainak a reciprokösszege 
megegyezik a kék háromszögekbe írt körök sugarainak a reciprokösszegével! 

 

Használjuk fel az előző feladat (33.) összefüg-

gését, továbbá hogy a súlyvonalak által létre-

jött hat háromszög területe egyenlő.  

 

Használjuk az ábra jelöléseit:  

 

Jelölje továbbá az ir  sugarú beírt körrel ren-

delkező kis háromszögek félkerületét is , kerü-

letét ik , területét it , ahol i = 1;2;3;4;5;6. 

Ekkor az igazolandó,
642531

111111
rrrrrr

++=++  állítás a területekre tett megjegyzés felhasználásával 

az 642531 ssssss ++=++  összefüggésbe megy át, ami ekvivalens a 642531 kkkkkk ++=++  

összefüggéssel. Utóbbit fogjuk belátni. 

 =++++++++=++ 133322211531 3
2

3
1

3
2

3
1

3
2

3
1 CFBFCFBFAFBFAFCFAFkkk  

 =+++++=+++++= 132213132321 CFBFAFCFBFAFCFBFAFCFBFAF  

 642 kkk ++=  

 

Feladat 35. 
Mutassuk meg, hogy ha egy háromszög derékszögű, akkor az oldalegyeneseket érintő körök sugarai 
közül az egyik egyenlő a másik három érintő kör sugarának összegével! 

 

Használjuk a szokásos jelöléseket. 

Tegyük fel, hogy az 
cs

trc −
=  sugár a legnagyobb. 

Ekkor azt kell belátni, hogy  

 bs
t

as
t

s
t

cs
t

−
+

−
+=

−  
azaz 
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01111

=
−

−
−

−−
− bsasscs  

A bal oldalt rendezve 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )bsas
c

css
c

asbs
asbs

css
css

−−
−

−
=

−−
−+−

−
−
+−

 
Utóbbi akkor és csak akkor nulla, ha 

 ( ) ( )( ) 0=−−−− bsascss  

 ( ) 0=−−+ abcbas  

 ( )( ) 02 =−−+++ abcbacba  

 ( ) 0222 =−−+ abcba  

 0222 =−+ cba  
Utóbbi egyenlőség a feltétel miatt egy igaz állítás. Ebből kiindulva, visszafelé, ekvivalens átalakítá-
sokkal eljuthatunk a bizonyítandó állításhoz, ezért az is igaz. 
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Felhasznált irodalom 
• KÖMAL 

• Reimann I.: A geometria és határterületei 

• KVANT 

• Molnár E.: OKTV feladatok 
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