Mdté Laszlo

Fraktildimenziékroél egyszertien

http://matek.fazekas.hu/portal /tanitasianyagok /

A modern matematikanak csak nagyon kevés része illeszthet be a kozépis-
kolai matematikaoktatisba. Ezen kevesek kozé tartozik a fraktalgeometria. A
fraktalgeometrianak két alapvets koncepcidja van, az dnhasonlésag és a fraktal-
dimenzidk. A fraktaldimenzié a fontosabb és nehezebb fogalom, ezért esett erre
a valasztés. Vélasztasunkat még az is indokolja, hogy a fraktaldimenzi6 az u.n.
hatvanyszabaly egyik fontos példaja, amelynek fontos szerepe van a modern
matematikiban, példaul a véletlen halézatok dinamikajaban. Igy a négyzethalos
modell, amelyet ismertetni fogunk, betekintést nyujthat a modern matematika
egy fontos teriiletére olymodon, hogy kézben nem lépjiik lényegesen tul a kdzép-
iskolakban tanitott matematikat.

A kiilonboz6 fraktaldimenziok koziil a boxdimenziot targyaljuk. Ez elemi
eszkozokkel szamithato és a leggyakrabban alkalmazott fraktaldimenzié. Olyan
halmazokon fogjuk bemutatni a boxdimenzié tulajdonsigait és kiszamitéasat,
amelyek szerkezetét tetszéleges finomsagi négyzethalok hatarozzak meg ugy
hogy beldliik, kiilonb6z6 rekurziv szaballyal, négyzetek sorozatét toroljiik. Amint
latni fogjuk, ezek a halmazok eléggé valtozatosak ahhoz, hogy a boxdimenzi6



minden probléméja bemutathaté rajtuk, viszont eléggé szabalyosak, hogy be-
mutatasukhoz a matematikai analizis és mértékelmélet elkeriilhets.

"Megmérhetetlen" halmazok

A négyzethalok szerkesztését az 1. dbra mutatja be. Az egységnégyzetet a
0,1,2,3 jelekkel latjuk el, gy ahogy azt az 1.a dbrdn latjuk, majd a kévetkezs
rekurziv szaballyal folytatjuk. Ha &, a sorozat n-edik eleme, akkor az £, minden
négyzetét linearisan felezziik, majd az igy kapott négy négyzethez jelsorozatot
rendeliink tgy hogy a felosztas elotti négyzet C' jeléhez, az 1.c¢ dbra szerint, hoz-
zaftizziik a 0,1,2,3 jel egyikét A négyzetekhez rendelt jelsorzatokat kédoknak
fogjuk nevezni.

A négyzethalo szerkesztése
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1. dbra

Az eljaras heurisztikus, vizualis hattere. Az eljarassal a0, 1,2, 3 jelek-
bl alkotott szavak (jelsorozatok) mindegyikét el tudjuk helyezni az egységnégy-
zeten. A szavak egyre hosszabbak lesznek, a négyzethald egyre stirtibb lesz az
eljaras folyamén és gyorsan eljutunk a megjelenits eszkoz (papir, képernyd, sit.)
felbonthatdsiganak a hataraig. A négyzetrdics azonban hatdrtalanul nagyithato.
Nagyitaskor egyre tobb részlet bukkan fel és megjelennek az egyre hosszabb
szavakkal kodolhato négyzetek.

Példaul, 00122311 egy
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oldali négyzet kddja. Egy normal rajzlap méretid négyzeten s6t, a 1280 x 1024
pixelméretii képerny6én csupidn néhany miliméter annak a négyzetnek az at-
mérdGje, amelynek kodja 00122311. A négyzethald méretét aranyosan nagyitva
nemcsak elhelyezhets a 00122311, hanem twjabb négyzetek bukkannak fel, az
ennél hosszabb koédokhoz tartozé négyzetek.

Miutéan a 0,1,2,3 jelekkel felirhat6é szavakat a leirt médon elhelyeztitk az
egységnégyzeten, hozzafoghatunk tértdimenziés halmazok elgallitasahoz.

Megadunk egy szdt (jelsorozatot), amelyet tiltott szénak fogunk nevezni, majd
torlimk minden olyan négyzetet, amelynek kodja tartalmazza a tiltott szot.

Toroljik a ,3” jelet tartalmazé Gsszes négyzetet (rekurziv moédon)
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2. dbra

1. Elss példakeént toroljik mindazokat a négyzeteket, amelyek kodjaban
a 3 szerepel. Ez példaul a 2. dbran szemléltetett rekurziv eljarassal végezhets
el. A rekurziv szabaly ekkor az lesz, hogy minden 1épés utéin, a linearis felezés-
sel kapott négy négyzet koziil pontosan egyet (a lineéaris felezés utédn kapott
jobbfelss négyzetet) toroljik. Ugyanis, a rekurziv lépéssel kapott négy négyzet
koziil, pontosan ennek a kodja tartalmaz 3 jelet.

A 3 jelet tartalmazd dsszes négyzet torlésével kapott részhalmaz, a Sierpinski
haromszog teriilete csak O lehet. Ugyanis a rekurziv szaballyal kapott négy aj
négyzet koziil pontosan egy olyan van, amelynek kdédja tartalmazza a 3 jelet.
Ezért minden lépésben, a 3 jelet tartalmazo6 négyzetek torlése utdn megmaradoé
halmaz teriilete az el6z6 haromnegyede lesz.

A szerkesztés soran kapott sokszogek keriilete egyre noévekszik, mindegyik
kozelités keriilete az el6z6nek legalabb mastélszerese (2. dbra). Ezért minden
M pozitiv szdmhoz van n, hogy az n-edik rekurziv 1épés utan kapott sokszogek
keriilete nagyobb mint M.

A Sierpinski hdromszog méretére vonatkozé megallapitasainkat réviden igy
fejezziik ki

(MM) a terilet 0, a kerilet co.



2. Most toroljiik az osszes olyan négyzetet, amelyek kodjaban egy megadott
kétjeqyd szam szerepel. Legyen ez példaul 20. A 3. dbran lathatjuk ezt a
rekurziv folyamatot. A sziirke halmazok azoknak a négyzeteknek az unidja,
amelyek kodja tartalmazza a 20 jelet. Ellentétben a Sierpinski haromszog ese-
tével, itt mar nem annyira nyilvanvalo, hogy a négyzetek torlése utan mennyi
lesz a megmaradé halmaz tertilete.

Toroljiik a ,,20” kétjegyt szamot tartalmazoé Osszes négyzetet

11 13 31 38
E B B ®m

101103 121]123301]303] 321323
v 2 s Wl T T " | »
= |

UL 031 3l s
2 | 2]
LIRS
oo [l 2| & x B ‘
3. ¢)
max. 4-jegyd kod

3. a) 3. b)

3. dbra

Hogyan oldottunk meg hasonlé a problémat az el6z6 példa, a Sierpinski
haromszog esetében? Az el6z6 példaban, az egyre hosszabb szavak torlése utan
megmaradé halmazok teriiletei geometriai sorozatot alkotnak, ahogyan azt a 2a
dbra is mutatja, a megfelel halmazok keriiletei viszont NEM. Ezt a problémdt



gy oldottuk meg, hogy keriiletek helyett, a keriletek olyan részeit emeltiik ki,
amelyek mérészdmai geometriai sorozatot alkotnak (2b dbra). Ezek voltak a
kivastagitott piros részek.

Probaljunk itt is hasonlé atat kévetni. NEM az Osszes 20 jelet tartalmazo
négyzetet toroljiikk, hanem azoknak csupan egy olyan részhalmazat, amelyek
torlése utan megmarado6 halmazok teriiletei geometriai sorozatot alkotnak.

A rekurziv szabdly paros szamu alkalmazdsdval minden el6z6 négyzet helyére
16 uj négyzet keril, amelyek kiézil pontosan egy olyan van, amelynek kidja 20-
ra végzddik. Igy a 20-ra végzéds kodokhoz tartozo négyzetek torlésével, min-
den péaros szamu lépés utdn, a megmaradé halmaz teriilete az el6z6 halmaz
teriiletének tizendt tizenhatod része lesz (4. dbra). Igy a megmarado halmazok
teriiletei egy % hanyadost geometriai sorozatot alkotnak. Ebbgl kovetkezik,
pontosan ugy, ahogy a Sierpinski haromszognél, hogy az eljards végén meg-
maradé halmaz teriilete, annak a halmaznak a teriilete, ami azutan marad
az. egységnégyzetbdl, miutdn mindazokat a négyzeteket toroltiik, amelyeknek
a koédja paros hosszisagu és 20-ra végzddik, csak 0 lehet.

Toroljik a ,,20” kétjegyl szamra végzdds Osszes négyzetet
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A keriilet hosszanak vizsgalatanal is ugyanigy jarhatunk el. A szerkesztés
soran kapott sokszogek keriiletének kivastagitott piros részei tizentt-negyedsze-
resen novekednek (4 dbra). Igy akdrmilyen nagy pozitiv szamot mondunk, elég
sok rekurziv 1épés utan, a kapott sokszégek keriiletei ennél is nagyobbéa vélnak.
Ezért a "a terilet 0, a keriilet co" tulajdonsag itt is érvényes.

Ez a tulajdonsag akkor is érvényes, amikor azt a halmazt tekintjiik, amely
akkor marad meg az egységnégyzetbdl, ha az dsszes 20 jelet tartalmazo6 négyzetet
toroljiikk. Hiszen tobb négyzet torlésével a kapott halmaz teriilete csdkken és
keriilete pedig novekszik.



Az (MM) heurisztikus, vizualis hattere. A 20 jel torlésével kapott hal-
maz is hatartalanul nagyithat6. Ha a halmazbdl kezdetben csupan a legfeljebb
hat hosszi szoval kodolt négyzetek lathatok, akkor nagyitaskor el6bukkannak
az egyre hosszabb kédokhoz tartozd négyzetek is, mellettiik a torolt négyze-
tek helyén tamadt lyukakkal. Egyre tobb ilyen lyuk bukkan el§, rohamosan
csOkkend atmeérckkel. Ebbdl a képbdl alakulhat ki az a sejtés, amit a fentiekkel
igazoltunk, hogy a teriilet csakis nulla lehet, dacara a halmaz latszolag nagy
kiterjedésének.
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5. dbra



3. Az 5. dbrdn az egységnégyzet kiillonb6z6 részhalmazait latjuk, amelyek
uagy keletkeztek, hogy toroltiik mindazokat a négyzeteket, amelyek kodja azokat
az egy vagy tobb kétjegyid szamot tartalmazza, amelyek a halmaz képe alatt
lathatok.

A honlapomon taladlhaté "FRACTALSHIFT" szoftverrel tomegesen gyarthatok
ilyen mintazatok.

MEGJEGYZES. A "FRACTALSHIFT" kédolasa kiilonbozik az 1. dbra ko-
dolasatol. Az 1a dbrdn 0123 helyett 2031 all. Ezutén a rekurziv szabély ezekkel
a jelekkel folytatodik.

Feladatok. 1. Igaz-e, hogy az 5. dbra (vildgos) halmazainak a teriilete
is csak nulla lehet?

2. Toroljitk mindazokat a négyzeteket a négyzethalokbol amelyek kodjaban 33
all. Mennyi lehet ekkor a kodolt négyzethalok kozos részének a teriilete?

3. Toroljiik mindazokat a négyzeteket a négyzethalokbol amelyek kodjédban
3333333 4ll (hét darab 3 jel koveti egymast). Mennyi lehet ekkor a kddolt négy-
zethalok kozos részének a teriilete?

4. Van-e olyan sz6, amelynek az a tulajdonsaga, hogy térdlve minden olyan
négyzetet, amelynek kodja ezt a szot tartalmazza, pozitiv teriiletd halmaz marad
az egységnégyzetbsl? Ha igen, akkor adjunk meg ilyen szavakat.

Megmutattuk, hogy a tiltott kédokhoz tartoz6 négyzetek torlésével nulla
teriiletd halmazokat kapunk, pedig ezek a halmazok nagyon kiilénboz6 kiter-
jedéstiek, kiilonb6z6 méretiinek latszanak. Kiilondsen szembeszoks ez a 6. dabrdn
bemutatott harom halmaz esetén. A szokésos teriilet, vagy keriiletméréssel
nem hatérozhat6 meg a méretkiilonbségiik, hiszen minden ilyen halmazra (MM)
érvényes.

Hogyan lehet méret szerint megkiilonbéztetni az ilyen halmazokat?

A hatvanyszabaly ( power law)

Legyen r = 27"; (n = 1,2,...) és N, azoknak az r-éli négyzeteknek a
szama, amelyek a megadott jelet (vagy jeleket) tartalmazo, r-éli négyzetek tor-
lése utan maradnak az egységnégyzetben. Az (N,,r) értékparok hatarozzak
meg a szobanforgd halmazok teriiletét. Ugyanis

N,.r?

a szobanforgd halmazok teriiletének a kozelitG értéke. Ez az érték annal pon-
tosabb minél kisebb az r. Esetiinkben ez a képlet cs6dot mondott, hiszen a
legvaltozatosabb kiterjedésd halmazokra ugyanazt az értéket, a nullat adja.



Meégis, az intuiciénk azt sugalhatja, hogy tovabbi meggondolasainkat erre az
értékpéarra épitsiik, hiszen az r-éld négyzeteknek a szama, kiillonb6zg r értékek
mellett szoros kapcsolatban van, mondhatnam jellemzi, a szoébanforgé halmazok
kiterjedéseét.

Néhany tipikus esetre megvizsgaljuk az r — N, kapcsolatat (6. dbra).

egyenes, 0 és 3 3 a tiltott sz6 20 a tiltott sz6
a tiltott szavak

6. dbra

Az esetén, (az egyenesszakasz ugy is szerkeszthetd, hogy a
3,0 jelek valamelyikét tartalmazéd négyzeteket toroljiik a négyzethaldok soroza-
taban)

1
ha r= on akkor N, =2" =1
amely a kévetkezd rekurziv formula megoldasa
NQ—I :2 Nz—n :2N2—n+1 n = 1,2,....

Igy, a felezésekkel kapott egyre siiriibb négyzethalobél megmaradoé négyzetlapok
szama
2,4,8,16,...

A ’Sierpinski haromszognél ‘, amikor a 3 jelet tartalmazé Osszes négyzetet
toroltiik, a rekurziv szerkesztésbdl kovetkezik

1
(%) ha r= on akkor N, =3" =r"°¢
ahol lows
0g
= =1.5849....
¢ log 2

Ekkor az N,-hez tartozé rekurziv formula
NQ—l :3 Nz—n :3N2—n+1 n = 1,2,....

és ennek megoldasa a (*), vagyis Ny—n = 3™.



Igy, a felezésekkel kapott egyre stiriibb négyzethalobél megmaradé négyzet-
lapok szama
3,9,27,81,...

A tartalmazo Osszes r éld négyzet torlése utdn megmaradé r éli
négyzetek szaménak a meghatarozasa az el6z6knél kicsit tobb megfontolast
igényel.

Legyen

N§_, =22" — Ny

vagyis NJ_, az egységnégyzetbsl az n-edik lépésben torolt négyzetek szama.
Ekkor
Nzofn = 4N207n+1 + N27n+2.

Ugyanis fele akkora éld négyzetekben mérve, az eddig torolt négyzetek szdma
négyszeres lesz, amihez hozzajonnek azok a négyzetek, amelyek éle r = 277,
kédja 20-ra végzédik és egyetlen 20 jelet tartalmaznak. KEz utobbiak szama
pontosan Ng—n+2.

Konnyen elenérizhets, hogy az eddig torolt négyzetek és azok a négyzetek,
amelyek éle r = 27", kédja 20-ra végzidik és egyetlen 20 jelet tartalmaznak disz-
junkt halmazok és uni6juk minden olyan négyzetet tartalmaz, amelyek kodjaban
a 20 jel szerepel.

A mondottak alapjan, a 20 jelet tartalmazo 6sszes r éld négyzet torlése utan
megmaradoé r éld négyzetek szamara a kovetkezs rekurziv formulat kapjuk

(R) N27'n. = 4N27n+1 - N27n+2; N4 == 15, Ng = 56 n = 47 5, e

ahol Ny-» a megmaradé négyzetek szdma, amikor r = 27",
Igy, a felezésekkel kapott egyre stiriibb négyzethalobél megmaradé négyzet-
lapok szama
15, 56,208, 776 .. . .

(Erdemes még az egész négyzetlapra is megvizsgalni az » — N, kapcsolatot.
Valésziniileg nem igényelnek magyarazatot a kovetkezsk
1 2n -2
ha r = — akkor N, =2°" =r~“.
271

Igy, ekkor az N,-hez tartozo rekurziv formula

N2—1 :4 NQ—n :4N2—n+1 n —= 1,2,)



Az N, értékek sorozata azt mutatja, hogy dacdra annak, hogy minden be-
mutatott halmaz teriilete csak nulla lehet, az r éld négyzetek szama kiilon-
bozik egymastol a bemutatott halmazoknédl. Az N, értékek sorozata gyorsab-
ban névekszik akkor, amikor nagyobbnak latjuk az egyforman nulla teriilett
halmazt.

Pontosabban, a halmaz teriiletét egyre jobban kozelité N,r? értékek a nul-
lahoz kézelednek mindharom halmazban, ezért mindhédrom halmaz teriilete csak
nulla lehet. Adott r értékre viszont a teriiletiik kozelits értéke egymastol kiilon-
b6z6, nagyobb akkor, ha a halmaz nagyobbnak ldtszik.

Feladatok. 1. Adjunk meg rekurziv formulat a 33 tiltott széhoz tartozo
{N,; m=2"" n=1,2,...} sorozatra.

2 Adjuk meg azokat a o tiltott szavakat, amelyekhez tartozé halmazok {N,; r =
27" n = 1,2,...} sorozata megegyezik a 20 tiltott szo6hoz tartozo sorozattal,
vagyis (R)-el.

3 Torsljiink a négyzethalokbol minden olyan négyzetet amelynek kodja tar-
talmazza a 3333333 jelet (ahol hét darab 3 jel koveti egymast). Adjunk meg
rekurziv formulat az {N,; r=2"" n=1,2,...} sorozatra.

A boxdimenzid

A targyalt halmazok méretét jellemzs {N,; r =27" n =1,2,...} sorozat
elemei, az egyenesszakasz, a Sierpinski haromszdg és a négyzetlap esetén, a
rekurziv formila mellett, egyetlen hatvanyfiiggvénnyel is jellemezhetSk. Azt
kaptuk hogy

N.=r"°
ahol
s = 1 az egyenesszakasz,
s =1.5849... a Sierpinski haromszog
s = 2 a négyzetlap
esetén.

Vizsgéljuk meg, hogy a 20 tiltott széhoz tartozé halmaz is jellemezhetG-e
egy hatvanyfiiggvénnyel?
Behelyettesitve az r—*° (r = 27") formulat (R)-be, a megfelels egyszertisitések
utén kapjuk
2% =42 -1

aminek két megoldésa van

2°=3."73... és 2°=0.268....

10



Sajnos, ezek egyike sem jo megoldas hiszen ezekkel felirva a rekurziv sorozat
els6 két elemét, azok

3.73% és 3.73% ill. 0.268* és 0.268°%

lesznek.
Eszrevétel: Bdrmely o, 3 szdmpdrra

Non = 3.73" + £0.268™
is megolddsa (R)-nek.

Ezt az észrevételt alkalmazva, keressiik azt az «, 8 szampart, amelyre

(B) a3.732 + 30.2682 = 15
a3.73% + 30.268% = 56
és az (E) egyenletrendszernek pontosan egy «, 3 megoldésa van.
Tovabba, nagy n-re a 0.268™ tag elenyészik. Példaul, n > 16 esetén 0.268™ <
107°.

Arra az eredményre jutottunk, hogy az {N,; r=2"" n=1,2,...} sorozat,
a 20 tiltott szohoz tartozd halmaz esetén, nagy n értékekre (vagyis elég stri
négyzetracs esetére), egyetlen hatvanyfiiggvénnyel jellemezhetd

{N, = p 899 9Ty =1 9 3

jo kozelitéssel. (32 x 32 halozat esetén az eltérés kisebb, mint egyezred, 128 x 128
halozat esetén az eltérés kisebb, mint tizezred, egységnek véve a négyzet oldalat.)

Mindharom példankban az {N,; r=2"" n=1,2,...} ndvekedése egyetlen
nemnegativ szdmmal, az s boxdimenzioval jellemezhetd.

Azt a tulajdonsagot, hogy
N, ~r*

ha r elég kicsi, hatvanyszabalynak és a s értéket a halmaz boxdimenzidjanak nevez-
ziik.

Feladat.
Adjuk meg az egységnégyzetnek a 33 tiltott szohoz és adjuk meg a 3333333
tiltott szohoz tartozd részhalmazainak a boxdimemzidjat.

Mit mér a boxdimenzi6?

Az elmondottakbol kivetkezik hogy az s box-dimenzid az N, — oo sebességét
méri. Pontosabban, egy eléggé stri négyzetracsboél, nagyobb s boxdimenzid

11



mellett, tobb négyzet sziikséges a halmaz lefedéséhez, mint kisebb s mellett.
Nagyobb s esetén N,. rohamosabban novekszik, ha r kozeledik a nullahoz, mint
kisebb s esetén. Ez akkor is érvényes, ha a halmazok teriilete nulla.

Egy kevésbé matematikus valasz arra, hogy mit mér a boxdimenzié. Egy hal-
mazt adott felbontas mellett tudunk csak megfigyelni. A szamitégép képernyGjén
megjelend kép megfigyelésének a képernys pixelmérete, egy "valosagos" targy
megfigyelésének pedig a szemiink felbontoképessége szab hatart. Legyen h-
atmérdji az a legkisebb objektum, amelyet megfigyelni tudunk. Ez a nulldhoz
nagyon kozeli érték. Igy az elmondottak alapjan nagyobb s mellett tSbb lesz
a halmazt lefedd h éli négyzetek N, szdma és igy tobb ilyen négyzetet tudunk
megfigyelni mint kisebb s boxdimenzi6 esetén. Igy valoban nagyobbnak latjuk
a halmazt. Ez akkor is érvényes, amikor s < 2, vagyis a halmaz teriilete nulla.
Ezzel méret szerint is kiilonbséget tudunk tenni olyan halmazok kézétt is, ame-
lyek mindegyikének terilete nulla.

Figyeljiik meg, hogy az N, — oo sebességének mérésére a kovetkezs, egyre
finomod¢ eljarasok vannak:

Az els6 lépés: Az Nyx leszamolasa. (Ehez még rekurziv Osszefiiggés sem kell)

A masodik lépés: A rekurziv formula. Ezzel olyan nagy k értékekre is szamithato
Ny &, amelyek mér nem is lathatok. (P1. 2719 = 0.00097 . .. élii négyzethélora.)
A harmadik Iépés: A rekurziv formula "megoldasa". Ez a hatvanyszabaly, amikor
egyetlen szammal, az s kitevével adjuk meg az

Nor — 00 ha k — oo

sebességet, amely jellemzi a nulla teriiletd halmaz méretet.

Tetsz6leges halmaz boxdimenzidja.

Egy a "termeszetben" el6forduld objektum teriilete helyett boxdimenziot
szamolunk, ha N,r? értéke a szokdsos mértékegységben mérve "gyakorlatilag"
nulla. Ekkor egy csokkend

ri; 1=1,2,...n

sorozatra hatarozzuk meg az N, értékét, ahol 10 < n < 20 szokdsos. Az s
értékét ugy kell meghatarozni, hogy

(*) N,, =~ ar;.

Ez nehezen kivitelezhets feladat, hiszen nem kénnyid egy tortkitevdjd hatvany
fliggvény grafikonjanak szerkesztése.
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N

r

256 — 20
128 — f}/
64 — négyzet//i//’gierpinski-héromszbg
32 - /f
16 s egyenes
8 —
4 ]
9
1 T T T
S B S
2 4 8 16
7. dbra
A (*) helyett ekkor az
(%) log N, ~ —slogr + loga

egyenletbdl hatarozzuk meg az s értékét. (**) szerint a (—logr,log N,.) pontok
egy s irdnytangensid egyenesen vannak. Ennek alapjan s egy olyan egyenes
irAnytangense, amelyt6l az

(—logr;,logN,.,); i=1,2,...n
négyzetes eltérése minimalis (7. dbra).

MEGJEGYZESEK. I. Praktikusan az (r, N,) pontokat tekintjiik egy log, log
koordinatarendszerben.

II. A valosdgban minden objektum haromdimenziés. Példaul, ceruzéaval akirmi-
lyen kis pontot rajzolva, grafitcsomo6t kapunk. Tértdimenziot akkor mérhetiink,
ha egy nagyon lyukacsos halmaz teriiletét (vagy térfogatat) akarjuk megmérni.
Ekkor a (—logr;,log N,.,); ¢ =1,2,...n pontok egy "bizonyos szakaszon" egy
s irdnytangensii egyenesen vannak. Ha ez a "bizonyos szakasz" hosszi, akkor

az objektum tortdimenzids és dimenzioja s. (Milyen hossz(i ez a "bizonyos sza-
kasz"?)

Kiegészits irodalom.

1. Neégyzethalos fraktalmodellek. (Polygon 15. (25-410ld.) 2007)
2. www.math.bme.hu/ mate boxdim.pdf vkod.pdf

A kiegészit6 irodalomban szamos példét talalunk a boxdimenzi6 alkalmazésara.
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