Magas szint matematikai tehetséggondozas

A rekurziv médszer
Erdds Gabor, Nagykanizsa

Gyakran talalkozunk olyan feladatokkal, amelyekhagy szamok szerepelnek:
1000 pont, 2010 szamkartya, stb. Az ilyen esetektdrenfekd otlet, hogy az
eredeti feladat helyett @z6r egy joval egyszébb problémat kezdink vizsgalni.
Mi a helyzet, ha a pontok szama 2, 3, 4, ... Ha &sa@ink valami szabalyossagot,
akkor azt megprdébaljuk igazolni, majd alkalmazniesedeti problémaban szerépl
nagy szamokra. Természetesen altalanos iskolaiteszimagyon gyakran
megelégsziink a sejtés megfogalmazasaval és alkadimad, és nem minden
esetben kell hogy torekedjink a bizonyitasra. Veremonban csaldka feladatok.
Olyanok, amelyekben latszélag nem olyan nagy szasmstepelnek: nyolcszdg
csucsai, 12 indian, 10 égkiocka. Csabitd, hogy azonnal az eredeti problémaval
kezdjunk foglalkozni, ez azonban nagyon sokszogetay eset vizsgalataval jarna.
llyen esetekben sokkal nehezebben addodik &bebtlet: prébalkozhatunk ilyenkor
is kisebb szamokkal, egys#bb esetek vizsgalataval. &ldasomon ilyen jelldg
problémakat szeretnék bemutatni.

1. feladat

Egy épitkészletben haromféle stigpitkocka talalhatd: a sargék és a kékek 2 cm
magasak, a pirosak 1 cm-esek. Hanyféle 10 cm magasy épithdt, ha minden
szinl kell6 szamua elem all rendelkezésre? (3 cm magas torbbyféde épithet:
PPP, PK, KP, PS, SP.)

Megoldas:

A probléma némi kombinatorikai ismerettel nyiltéisa rohammal is tAmadhato.
Vizsgaljuk az eseteket a 2 cm-es darabok szamanszer lehet 5, 4, 3, 2, 1 és 0.
Mindegyik 2 cm-es darab kétféle siitehet, igy ha a 2 cm-es darabok szdma
akkor ezek szinezésg! -féle lehet. Ha a 2 cm-es darabok szamakkor az 1 cm-

eseké 10-R vagyis az 0sszes darabok szamé&.1Bzek kozil a 2 cm-es darabok
helyét kell kivalasztani, ahanyféleképpen ezt miegfiék, annyi a lehetséges

1
sorrendek szama, vag\{s K J . A 10 cm-es tornyok szama tehat

5

10-k
Z( K JDZk:1D+9E2+28B1+35[8+15EI.6+1[32=683.
k=0

Ez a megoldas azonban a binomialis egyutthatokristésteigényli, altalanos iskolai
szinten nehéz. Vizsgaljuk hat rekurziven, mi a betly ha a torony nem ilyen
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magas? Jeldljuk anm cm magas tornyok szamdt, -nel, keressikt,, értékét.
Nyilvan t, =1, t, =3, és mint a feladatnal szeréppéldabdl latszik,t; =5.
Nyugodtan prébéalkozhatunk tovabb, felirva az Ossesseteket — érettségiben,
kompetenciamérések soran latszik, sokaknak nenly&n aegyszdr modszeresen
Osszegyijteni az 0sszes lehetséges esetet. Hagyjuk a gyl@ekmig ra nem jonnek
valami szabalyossagra, engedjik, hogyijiggnek Ujabb eseteket, de segitsiink
abban, hogy mindezt modszeresen tegyék! Mi azoniast megprobalhatjuk
megmondani az eddigiek alapjan, hany 4 cm-es toxamy Milyen szifi lehet a
legfelsy darab? Lehet piros. Hany ilyen 4 cm-es torony vaAnpiros alatt egy
szabalyos 3 cm-es torony lathato. Mint lattuk, ril@ 5 van, vagyis piros tetij4
cm-es toronybdl is 5 van. Es kék téitwjl? Ez alatt egy 2 cm-es ,torony” van, ami
csak haromféle lehet, vagyis ilygil8 van, mint ahogy sarga teibpl is. Vagyis a

4 cm-es tornyok szdma 11. Mindezt ugy kaptuk, hogy t; + 20, . Ez a rekurziv
formula altalanosithat6, azdag =t, ; + 20,_,. A kezdeti értékekdl a sorozat efs
néhany eleme egyszeszamitassal megkaphaté: 1, 3, 5, 11, 21, 43, Bb, 341,
683. Nem varhat6 el altalanos iskolai szinten aala@ios képlet megsejtése, de a
2M14(-1)"

masodfoku rekurzidndl hasznalatos modszerrel megitaphogyt, = 3

A képlet kdzépiskolaban teljes indukciéval igazadha

2. feladat

Az ABCDEFGH szabalyos nyolcsz6g csuUcsait 3 szinnel szinezpyk lhogy a
szomszédos csucsok ne legyenek azonogielzirHany kilonbéa szinezés van?
Két szinezés kilbénbéz ha barmely béwvel jeldlt csics a két szinezéshen
kildnb6d szini.

Megoldas:

Itt is Iétezik kombinatorikus megoldas, ami ezdgam konny. Legyen eléként az
A pont piros, és vizsgaljuk az eseteket aszerirgy lezen kivil hany piros pont van
még. Ha nincs, akkor B pont kétféle lehet, ha viszont ezt kiszineztiikaaknnen
kezdve &C, D, ... pontok szinezése egyértéinhiszen felvaltva kell isméitinie a
két masik szinnek, azaz 2 ilyen szinezés van. Haegg piros pont van, akkor az
lehet aC, D, E, F vagy aG, ez eddig 5 eset, mindegyik esetben a piros pdkiiak

két fven a tobbi pont szine 2-2 féle lehet, igycek&2? = 20 az esetek szama. Ha
még két piros pont van, akkor ezek lehetnékes azE, aC és az-, aC és aG, aD
és azF, aD és aG, valamint azE és aG, ez 6 eset, a tobbi pontok szinét azél

médon szamolvab[2® = 48 esetet talalunk. Végil tovabbi harom piros pomtkcs
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agy lehet, ha ezek @, azE és aG, a masik négy pont szine miatt 82 =16 Gjabb
eset. Osszesen tehat 20+ 48+16=286 olyan eset van, amikor ak pont piros.
Nyilvan ugyanennyi esetet talalunk, hafapont szine a masik két szin valamelyike,
igy az 6sszes megengedett szinezések s2a8t= 258.

Nézzilk most a rekurziv megoldast! Sokszdg helyakintsiink egy kérvonalat,
amelyenn pontot kell szinezni a megadott modon, jeldljiszénezések szamaf, -
nel! Az el$) néhany érdekes esetbep =3[2=6 ésc,=321=6. Mi a helyzet,
ha a pontok szama, ahol n=47? Valasszuk ki az egyik pontoP), ennek két
szomszédja legye® ésR. Ha Q ésR kilénbos szini, akkor P szinére csak 1
lehetiség van, a harmadik szin, viszéht elhagyva egy szabdlyosan szinezett abrat
kapunk n-1 ponttal, ez1[¢, , eset. HE ésR azonos szify akkorP szine kétféle

lehet, tovabb4 ha P €¥ pontokat elhagyjuk, akkor egy szabalyosan sziheteht
kapunk n—-2 ponttal, ez2[¢,_, eset. Minden esetet pontosan egyszer szamoltunk,

igy c, =1l¢,, +2[¢,_, kifejezéshez jutunk. Az &t6 feladatndl targyalt modon
kapjuk aC, sorozat elemeit a masodiktol kezdve: 6, 6, 18680,126, 258. Itt akar

meg is sejthét egyfajta altalanos képlet, hiszen nem nehéz ésmrévhogy a 2
hatvanyainal felvaltva 2-vel nagyobb vagy kisebbamsakat latunk, azaz

c,=2"+ 2[&—1)” . Az 06sszefliggés teljes indukciéval igazolhato. dknna
megoldasnak a szépsége, hogy a rekurziv formularakkhasznalhatd, ha a szinek
szama nem 3, hanepm ekkor ¢, = (p—Z) (¢,, +(p-1) &, ,, melydl Altalanosan
¢ =(p-1)" +(p-1){-1)" adédik. Nem részletezzik, de az eredeti feladatsal
nositasabol adddik példaul a kovetkésszefiiggés:
i 2n—-k D2k+l _ 4n+1+2

k 3

k=0

3. feladat

Egy kerek asztal koriil 12-en lInek. Hanyféleképfogyhat hat par kezet egymassal
ugy, hogy a kézfogdsok ne keresztezzék egyméstysiEge mindenki csak
egyvalakivel fog kezet.)

Megoldas:

Ha az emberek szaman,2akkor jeldlje k, azt, hogy azn szamu kézfogast
hanyféleképpen lehet keresztbenyulas nélkil megteeladatunk a Kg
meghatarozésa. Nyilvak, =k; =1 ésk, =2. Az n=3 esetben az egyik ember,
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nevezzik Joskanak, vagy valamelyik szomszédjaealy \a szemben élel foghat

kezet. Ha valamelyik szomszédjaval, akkor a masigynembernek kell a két
kézfogast egymas kozott szabalyosan lerendezré, a&trebbb mar lattuk, hogy
mindkét esetbenk, =2 lehetség van. Ha a szembenéil fog kezet, akkor

kézfogasuk mindkét oldalan a két-két emhdgr=1 lehetséges modon tud kezet
fogni, azaz

kg = 20Kk, +k, [k, = 2[2+1[1=5.
Masképpen:

2
kg = Ko [y +kq Ty +ky Ty = >k koo .
i=0

n

Meggondolhat6, hogy altalaban ks = Zki (k,, adddik, amivel a sorozat elemei
i=0

rendre kiszdmolhatok: 1, 2, 5, 14, 42, 132. A kapatekeket Catalan szadmoknak

2n
nevezzik, bizonyithato, hogy altalanos alakbar- %ﬁﬁ 0 j .
n

4. feladat

A hét térpe elhatarozza, hogy Mikulaskor megajandé&k egymast. Mindegyikik
nevét felirjak egy cetlire, és mindegyikik hiz egyet. A sorsolast akkor nevezziik
jénak, ha senki nem hlzza a sajat nevét. Hanyrgbkis lehetséges?

Megoldas:

Kezdjuk ezuttal is egysziisb probléméval, de egyszerre altalanositsuk isrdélsé

Ha a torpék szamg akkor hanyféleképpen huzhatja koziliik pontokam sajat
nevét, aholk értéke lehet 0, 1, 2, ..t? Az eredeti kérdés mindenesetén a

k =0-hoz tartoz6 érték. Ha =1, akkor nyilvdn ak =0 eset nem lehetséges, a
k =1 pedig egyféleképpen. Hasonléan nyilvanvald, hogy2 esetén &k =0 és a

k =2 esetek egyféleképpen lehetségesek, ez azt jelmgy vagy egymas nevét
hazzak, vagy a sajatjukat. Ugyanekkor nyilvan neatdsulhat meg &k =1 eset.
Altalanosan is megallapithatjuk, hogyka= t—1 eset nem lehetséges, hiszen ha egy
kivétellel mindenki a sajat nevét hlzza, akkor raaraz egy térpe sem tud mast
tenni, mint hogy a sajat nevét hizza. Az edsdekes eset &=3. Mint mindig, a

k =t eset, vagyis ezlttal k =3 egyféleképpen lehetséges, ha mindenki a sajatjat
hizza, mig az ébb elmondottak miatt & =2 eset nem lehetséges. Ha=1,
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akkor 3-féleképpen tudjuk kivalasztani, ki hGztsagat nevét, mig a masik két tdrpe
egymasét hlzta, ami egyféleképpen lehetséges, amtiat =2, k =0 esetben mar
lattuk. Mivel az dsszes esetek szama nyillamzaz jelen esetben 6, igy kizarasos
alapon ak =0 esetre 2 lehéség maradt. Lépjink tovabb, legyer 4! A k=4 -re
egy, ak =3-ra nulla leheiség van.

Ha k=2, akkor a sajat

neviket huzokat 1 2 3 4 5 6 7
4

( j:6-féleképpen 0 | o] 1] 2] 9[aa]265]1854
2 1 1| 0] 3 | 8 |45 |264|1855
valaszthatjuk ki, mig a 2 1 0 6 | 20 1135| 924
maS|k, ] ket, ember_ 3 1 0 | 10 | 20 | 315
egymasét hulzza, ami

egyféleképpen lehet, igy 4 11 0]15] 70
ez 6 lehatség. 5 1 0 21
Ha k=1, akkor a sajat 6 1 0
neviket huzokat

4 7 1
(J:4-fé|eképpen O0ssz: | 1 2 6 | 24 |120|720|5040

valaszthatjuk ki, mig a masik harom ember kézilileggm hizza a sajat nevét, ez
nem mas, mint & =3, k=0 eset, amire 2 leh&ég van, ez dsszeseH2=8
lehetiség. Az eredeti feladat felé haladé& 4, k=0 esetre igy4-1-6-8=9
lehetiség maradt. A fenti modszert folytatva a jobb aldablazatot oszloprol
oszlopra, az oszlopon belill pedig alulrol felfelddva ki tudjuk télteni. A kitbltés
elvét, amit nyilvan altalanos iskolas gyerekeknbkem a formaban nem irunk fel,
de a jobb megértés miatt itt kdzllink, a kévetkégszefliggések adjak:

f (t;k) :(It(jmf (t-k0), hak=12,..t- z,
tovabba
f(t;t)=1, f(t;t-1)=0, illetve i f(tk)=tt,
k=0

ahol f(t;k) nyilvan azt jeldli, hanyféleképpen hazhatjaérpe koziilk a sajat
nevét. A tablazat kitéltését a 7. oszlopig folytatmegkapjuk az eredeti feladatban
keresett értéket, mely szerifft( 7;0) = 185,

Egy elég tetszés trilkkel és némi kombinatorikai eszkdzkészletiedld rohammal

is szép eredményt kaphatunk. Képzeljik el, hogypr@galjuk lelltetni a 7 torpét
néhany asztalhoz ugy, hogy mindenki mellé jobbiféssiuk azt, akinek a nevét
hizza. Az a kérdés, hanyféleképpen leblt lelltetni ugy, hogy senki nem Ul
magaban. Két lésrend akkor kilonbphka valakinek mas a jobb oldali szomszédja.
Ha egyetlen asztalhoz llnek le, akkor &zt 720-féle mddon tehetik meg, hiszen
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ennyi a 7 ciklikus permutaciéinak a szama. Ha eds &gy 3 ds asztalhoz llnek,

7
akkor (3}[3![2!=35[6D2= 42( lehetség adodik, mig ha egy 8sf és két 2ds

7\ (4
21!
N
2 2

asztaltarsasag alakul, akker

=210 lehetség van. Egy
eset lehet még, ha egy &sfés egy 2ds asztalt hasznalunk, ekkor a ldétsgigek

7
széma{J [4'1!=21P4= 504

Az dsszes lehéségek720+ 420+ 21G- 504 185.
A cikkben nem részletezett médon Ujabb megoldasjutizatunk szitaformula
alkalmazasaval:

(o (o o o o o

=21[120- 35124 3816 212 ¥ 4 2520 840 240 #¥42-~=1 L

5. feladat

Egy 2x8-as tablat hézagmentesen, atfedés nélidfiilek 1x2-es domindkkal. Hany
kilénb6d lefedés van? Mi a helyzet, ha 1x1-es domindkhasznalhatunk?

Megoldas:

Kénnyen végiggondolhatd, hogy vizszintesen csak liglyezhed el domind, ha
egymas alatt ugyanazt a két oszlopot fedik. iggjtdnképpen azt kell eldénteni,
hogy hanyféleképpen lehet elhelyezni 1 oszlopadefiggleges domindkkal és 2
oszlopot lefed vizszintes domindparokkal a 8 oszlopot. Az didadatban szerefl
elss, direkt modszernek megfeten ezuttal is osztalyokba sorolhatjuk az eseteket
pl. a 2 oszlopos parok szama szerint, majd az &ppt értékeket 6sszegezhetjik.
Mindezt végiggondolva a kbvetk@&zkapjuk:

48—k
Z =1+7+15+10+1=34.
k=0 k

De ha mar megismerkedtink a rekurziv médszerrébdjuk hasznalni ebben a
feladatban is. Jeldljik a 2xes tabla lehetséges parkettdzasainak a sz{mduel!
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Nyilvan p; =1 és p, = 2. Mit tudunk mondanip,-rél? Osztalyozzuk a lehetséges
parkettazasokat aszerint, milyen parketta van ka téégén (jobb szélén)! Ha egy 1
oszlopos allé dominé, akkor&tte egy szabalyosan parkettazatt1l hossza tabla
talalhatd, ilyenBl p,_;-féle van. Ha viszont egy 2 oszlopot fedizszintes
dominépar, akkor étte egy szabdalyosan parkettazott 2 hosszu tabla talalhato,
ezek szamap,_,. Azt kaptuk, hogyp, = p,1 + Pn-2- A rekurziv formula adja a
sorozat elemeit: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 g5 =34. A rekurziv formuldbodl és a
kezdselemeklbl méar latszott, hogy a jol ismert Fibonacci-soroemeit kaptuk,
P, = f..1- A két megoldassal egy szép éaltalanos dsszefuggdsronyitottunk a
Fibonacci-sorozat elemei és a Pascal-haromszdgtkozo

2l

n-k
fn+1=;( k J

A feladat masodik kérdése a 2009-2010-es tanévbeninformatika OKTV
programozéi kategoriajaban azdeferduldban szerepelt, ahol a sorozat 2., 3., 4., 5
7. és 8. elemét kellett kiszamolni, majd a masddilduléban a versengknek
programot kellett irniuk, amely a sorozatedik elemét tudja megadni. A kis
moédositas keflen megnoveli a feladat nehézségét. Mar ad e&hany esetben is
szép és altalanos iskolasoknak nagyon érdekesafeadehetséges megoldasok
Osszegyijtése! Nyilvan |, =2 (hasznéljunk mésik nevet a sorozatra, hiszen masik
feladatrél van sz6), de méar kevésbé nyilvanvalé talétni az |, =7-hez tartoz6
eseteket, méginkédbb dz = 22-htz tartozokat! A kdvetkézelemek megtalalasa az
esetek modszeres 0Osszéjpfsével mar szinte reményteled, €71 és bleg

Is =228). Probaljunk talalni egy rekurziv formulat! Milyetominok allhatnak a sor
végén? Ha egy all6 1x2-es, akkor ilyéhib,_, eset van, mint ahogy akkor is, ha két
1x1-es all ott. Egyszérmég az az eset, amikor két fék¥x2-es all a sor végén,
ilyenbdl 1,_, eset van. Mi a helyzet, ha a végén felll egy eky2-es domin6 van,
alatta meg egy 1x1-es? A probléma itt kezd érdédesi. Ha ezt a két dominét
elvessziik, akkor egy olyan alakzatot kapunk, anmedyaz als6 sora 1-gyel
hosszabb, mint a fdls Az ilyen alakzatok hossza alatt értsiik a hosskaddruk
hosszat, és a lehetséges lefedések szamat jekiljiiel, az olyanokét, amelyeknek
meg a fel§ sora hosszabb eggydi, -nel! Az utoljara emlitett esetben tehat_; -
féle lehetség van a lefedésre. Végil a forditott esetberg égén alul egy fekv
1x2-es domin6 van, felette meg egy 1xl-es, akBpy a lehetséges lefedések
szama.
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A kovetked rekurziv formulat kaptuk:
In = 2|:I]n—l + In—2 + an-1 + bn—1

Ezt a formulat viszont csak akkor tudjuk hasznéfai,aza, ésb, sorozatokra is

meghatarozzuk a kezdeti elemeket és talalunk réktozmulat.
Szimmetriaokokbdl nyilvan mindemre a, =b,, az el$ két elem pediga, =1 és

a, =3. Nézzik meg itt is az utolso, csonka oszlopbaé,léraz az als6 sorban &v
utols6 dominét! Ha ez egy 1x1-es, akkoftEl egy n—1 hosszd normal tabla all,
ilyenbdl |,_;-féle van, mig ha 1x2-es, akkor ezt elvéve egyl hosszu, felll
hosszabb tabla marad, anti_,-féle médon lehet lefedni. Az, és igy ab,
sorozat rekurziv formulait is megkaptuk tehat:

an = In—1 + I:Jn—l €s I:Jn = In—1 *tang-
Bevezetve &, = a, b, jeldlést a két rekurziv formula igy irhato:

In = 2[I]n—l +|n—2 +Cn—1

,aholl, =2,1,=7 ésc, =2.
Cn =24 +Cpy } ' ’ “

Ebksl a rekurziv definiciébdl a 1121 3] a 5 6 7 3

két sorozat elemei rendre kisza= 52171 228 733] 2356| 7573

mithatok, hiszen a jobb oldali Iy
tablazat cellai oszloprél_Cn 2 | 6| 20|64|206|662|2128| 6840

oszlopra haladva kitolthék.
Az Ugynevezett szimultan rekurziv képléthlgebrai eszkdzokkel kikiiszobdlhetjiik
a ¢, sorozatot, igy a kévetkéharmadrendl rekurziv formula ad6dik:

N
~

In :3D]n—l+|n—2 _In—S'

Ebbol altalanos zart formulat keresése mar messze rredjhanég a kozépiskolai
szintet is, hiszen ebben az esetben mar komplemaddal is kell dolgozni.
Mdédszertanilag annyi személyes véleményt talandternék, hogy egy OKTV dis
fordul6 szintjét matematikai tartalma miatt messmghaladja ez a feladat, ki€ sét
komoly didaktikai hibanak érzem.
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6. feladat

Egy 17 oldalu szabdlyos sokszég cslcsait 2 szisrigezzik. Hany kulonbéz
szinezés van, ha a forgatassal egymasba éviketnezéseket nem tekintjik
kaldnbodnek?

Megoldas:

Nézzink itt is egy egysarb problémat, kezdjik egy haromszdggel! Két csdyzort
oszthaték az esetek: egy szint hasznalok vagytkéta egyet, akkor nyilvan 2 eset
van, ez tbbb csucs esetén is igy van. Ha mindkat basznalom, akkor egy csucs
lesz egyik szith és ketd masik szif. Ki kell valasztani, melyik szint hasznalom
csak egy csucsnal, ez 2 lebmig. Az mindegy, hogy melyik csucs lesz ilyen, éiisz
ezek az esetek egymasba forgathaték. A haromshégstges szinezéseinek szama
tehat dsszesen 4. Megnézhetjik a négyzetet isygkogd feladat, akar az 0sszes
eset megkeresése is, itt 2 egysizget van, 2 olyan, amikor egy csucs valamilyen a
masik harom mésmilyen, illetve 2 olyan, amikor &éligen és keth olyan, hiszen itt

a két egysziincstcs lehet szomszédos és szemkozti is. Osszesat Gan. Lépjiunk
tovabb az 6tszdgre! Egys#imdl itt is 2 van. Ha a szinek megoszldsa4, akkor 2
eset van, hiszen ezek a szinezések egymasba fadatiia pedig2 +3, akkor 4
eset talalhato, hiszen kétféleképpen tudom kivéaszmelyik sziibsl van ket®,

és ezek egyméashoz képest kétféleképpen helyezkethet: vagy szomszédosak,
vagy nem. Osszesen 8 a lehetséges szinezések #zawiszont latszik, hogy egyre
tébb esetet kell vizsgalni a szinek megoszlasa &ggszil pontok elhelyezkedése
miatt egyarant. Erdemes lenne valami olyan észetviénni, ami esetleg tobb cstics
esetén is hasznalhat6. Mennyi lenne a szinezédekasha az egymasba forgathatd
eseteket kilonbd@mnek tekintenénk, azaz pl. a csucsokat elneveznékk@r n csics

esetén a lehetséges szinezések sz2kenne, hiszen minden csucs kétféle gzin
lehet. Haromszog esetén ez 8 lenne, ehelyett hkdmunk. Hol ,veszett el’ ez a 4
eset? Az egyszinszinezéseknél nyilvan nem, hiszen azokat mindgrek€gsak
egyszer szamoltuk, koncentraljunk a kétéztsetekre. A 8 esaib6 lenne ilyen, a
mi szamolasunk szerint csak 2, vagyis a harmadart®liAzért, mert mindegyik
esetet haromszor szamoltuk, hiszen egy altalunk maltd szinezéshez
haromféleképpen lehet meglimti a cslcsokat (a koériljarasi iranyt megtartva
persze, hiszen forgatasokrél beszélunk, tikrézdésm). A négyszdgnél kicsit mas
a helyzet: van, amit kétszer szamoltunk, van, asifyszer, ez bonyolultabb. Es az
Otszognél? A 32 esetb30 kétszifi, de mi 6 ilyen esetet kaptunk, ami az ésszes
esetek 6tdde. Ez mar érdekes megfigyelés: ahamg estin, annyiszor szamoltuk az
egyes eseteket. Miért? Azért, mert ennyiféleképebet egy abrat elforgatva mas és
mas beizéshez jutni. Miért rikddoétt ez 3-ra és 5-re, és miért nertikddott 4-re?
Esetleg még néhany esetet megvizsgalva egy nemykowmégiggondolas utén
megszlletik a valasz: azért, mert a 3 és az 5 pdmesk, a 4 pedig nem. Igen, mivel
a 4-nek a 2 osztdja, igy van olyan szinezés, arifd@atas (180 fok) utan
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dnmagaba megy at. Altalanosan kimondhat6 azonlwayy,holdalil sokszdg esetén,
ahol p prim, minden kétszin szinezéstp kiilénbd# mddon lehet megbini,
vagyis az Osszes esetek 0sszeszamlalasanal, hgyasba forgathatd eseteket
megkuldnbdztetnénk, minden ilyen esqteizer szamolnank. Ezek alapjamldald

N . e e . ., 2P-2 i . , ,
sokszOg esetén a kétsizinzinezések szama——, az 6sszes szinezések szama
p
pedig ennél 2-vel tobb.

A feladatban szereplesetben tehat

217—2+2_ 27 +32
17 17

A feladatot megoldottuk, de néhany érdekes megggyehet ezzel kapcsolatban.
Ha a szinek szama nem 2, hanem valaraadgész szam, aha > 2, akkor a nem

p_

egysziti szinezések szém%—a. A kifejezés értéke nyilvan mindig egész szam
p

kell legyen, hiszen mindig lehitégek szaméat adja meg. Ez azt jelenti, hogy az

aP -a mindig oszthat@-vel, masként megfogalmazva

aP =a (modp)

Egy nevezetes szamelméleti allitast bizonyitottkmkbinatorikus médszerrel: nem
mast, mint a kis Fermat-tételt.

7. feladat

Adott a sikon 11 egyenes. Legfeljebb hany részrakadjak a sikot? Es 11 sik a
teret?

Megoldas:

A legtdbb esetet akkor kapjuk, ha altalanos helyeglyeneseket rajzolunk a sikra:
semelyik keth nem parhuzamos és semelyik harom nem metszi egymas
ugyanabban a pontban. Vizsgaljunk kevesebb egyefegtl6ljikn egyenes esetén

a keletked sikrészek szamas, -nel! Az el$ néhany esetet kdnnyen megkapjuk:
§ =2, s, =4 és s; =7. Hogyan kovetkeztethetnénk ébta tovabbi esetekre?

Erdemes a rekurziv lépésre konkrét szamokat haszndvezetni a tanulokat.
Nézzik, hogy valtozik a részek szama, amikor a edigyegyenest behlizom! Ezt az
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egyenest az &6 3 egyenes 3 pontban metszi, ez a 3 pont ezt amegy4 részre
osztja: 2 félegyenesre és 2 szakaszra. Mind a 4 kesesztilhalad egy
siktartomanyon az eddigiek koziil, és azt két réeszmja, ezzel a sikrészek szama
4-gyel 1o, azazs, =11. Mit csindlunk, amikor rekurziv formulat keresiinkem
mast, mint 3 és 4 helyett végiggondoljuk ugyaner¢ ésn+1-re. Kapjuk, hogy
Sw1 =S, tNn. A kezdeti értékeket hasznalva megkaphatjuk a zsbraovabbi
elemeit egészen a feladatban szérépbnegyedikig:

2,4,7,11, 16, 22, 29, 37, 46, 56, 67

Természetesen mindig érdekes probléma a zart farkeilesése. Egyik lelisgg
az, hogy megsejtjiuk a képletet és a kozépiskoldhanland6 eszkozt, a teljes
indukciot hasznalva bebizonyitjuk. Van azonban olyaddszer is, amit altalanos
iskoldban is alkalmazhatunk. A kiszamolt kezdetlées a rekurziv formula alapjan
felirhatok a kovetkezegyenletek:

5 =2
S;=5+2
S3=5,+3

Sy =S3t4

Sh-1=Sp2 t (n _1)
Sn = Sn—l +n

Az egyenleteket 6sszeadva némi rendezés utan skedyésszefliggéshez jutunk:

nifn+1) _n’+n+2
2 2

n
Sy =2+2+3+4+. +(n-1)+n=1+ ) i=1+
i=1

Felhasznaltuk a megoldas soran as aelpozitiv egész szam 6sszegének kdzismert,
altalanos iskolaban is tobbféle modon bizonyithat@rsenyeken remekul
hasznalhatd6 képletét. Erdekes megjegyzés, hogy mti fképlet atirhatd

S, = " + : + " alakdra. A képlet értelmezése: kezdetben cﬂt =1 sik,
" lo) (1) (2 0

minden egyenes behlzasaval keletkezik egy Uj gikezek szémé?j, tovabba ha

30



Erdos Gabor: A rekurziv médszer

két egyenes metszi egymast, minden metszéspongggek noveli a sikrészek
szamat, és mivel minden egyenes minden masikat zmets metszéspontok

i n
szama _|.
4

Mi a helyzet, ha noveljik a dimenziok szamat, éseté vizsgalodunk? Am darab
altalanos helyzétsik (mit is jelent ez?) a teréf, részre darabolja. Nyilvat, =2
ést, =4. Az elsiz6 modon keressunk rekurziv formulat! Az1-edik sikot metszi
mind azn el6z6 sik egy-egy egyenesben, ezraegyenes az Ujonnan felvett sikot

S, részre darabolja. Ezen sikrészek mindegyike abkaréérrészek egyikét ket

részre osztja, mindenhol egy Uj térrészt behoayp,dkszesers, -nel novelve a
térrészek szamat. A kovetkerekurziv formulahoz jutunk tehat:

by =ty +8,.
Az elbz6 feladat eredményeit felhasznélva kiszamolhatjskrazat el§ 11 elemét:
2,4,8,15,24, 42, 64,93, 130, 176, 232.
A sikbeli esetnél leirt modszer segitségével, tibinbnyitott képletet alkalmazva itt
is eljuthatunk a zéart formulaig, ez azonban egyrédgebrailag is nehezebb,

masrészt szikség van a négyzetszamok Osszegénekfordmlajara is. A
bizonyithat6 képlet a kbvetkéz

_n®+5n+6

th 5

A sikbeli esetnél leirtak utan taldn nem me@lepogy a fenti képlet némi
atalakitassal a kovetkgalakra hozhato:
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8. feladat

Barkochbazunk, de ezuttal a valaszokeért fizetnl. kédzdetben 10 zsetonunk van,
€s az igen valaszért 1, a nem valaszért 2 zsetlhtfiketni. Ha mar csak 1
zsetonunk van, nem kérdezhetiink tovabb, hiszen wélasz esetén addssagba
keverednénk. Legfeljebb hany szam kozil tudjuk dsiah kitalalni a gondolt
szamot?

Megoldas:

A feladatot egy Pdsa Lajos altal tartott tanartdkéipd elvadason hallottam, de
ugy gondolom, érdemes tovabbadni, hiszen ezensazi&on elég kevés tanar vett
részt. Csaléka feladat, a 10 zseton elég kevészahlbgy az ember hajlamos direkt
rohammal prébéalkozni, ami valésgiag kudarcra van itélve. Kezdjuk kevesebbel,
és vizsgaljuk meg, hogy adott szamu zsetonnal nai legnagyoblm, amelyre igaz,
hogy 1-6l n-ig barmelyik egész szamra gondolhatnak, mi azteswse nélkiil ki
tudjuk talalni. Jeldljuk ezt a szamdt,-nel. Ha 1 zsetonunk van, akkor nem

kérdezhetiink, tehat csak 1 szam kozil tudjuk Kkiala gondolt szamot, azaz
k, =1. Hasonléan egyszéen végiggondolhato, hogi, =2. Az el$ elsremutato
kérdés, hogy mi a helyzet, ha 3 zsetonunk van. Heltett kérdésre igen lesz a
valasz, akkor 2 zsetonunk marad, ami asblellattuk, hogy 2 szam kozil tudja
kivalasztani az igazit. Ha viszont nemleges a walakkor csak 1 szam maradhat,
hiszen nem tehetlink fel Gjabb kérdést. Vagiis=2+1= 3. Nagyon szép és
tanulsdgos a probléma, hiszen egy <#&tek-feladattal van dolgunk, és ezzel
kapcsolatban megtanithatjuk azt, hogy mi az ilypos feladatoknal a teefidkét
dolgot kell megvizsgalni: tébb nem lehet, annyizaist igen. Mar lattuk, hogy 3-nal
tébb szambdl nem lehet kitalalni a gondoltat. Mé&atré3-ra van konstrukcio:
kérdezzik meg, hogy e kozétt a 2 kdzott van-e. Eim,nakkor megvan, hogy a
harmadik szamra gondoltak, ha igen, akkor meg ngggkérdéssel tisztazhatjuk,
hogy a keth kozil melyikre. Mi a helyzet 4 zseton esetén? gtmivalaszt kapunk,
akkor 3 zsetonunk marad, ami 3 szamra elég, hagpeein a valasz, akkor 2
zsetonnal 2 szam kozll talaljuk meg a gondoltaiz &z = 3+ 2= 5. Sokaknak talan
mar kezd gyanus lenni a dolog! Valoban, Ujra a R#aci-sorozatra bukkantunk.
Talan mar nem is olyan nehéz megtalalni a rekuiaimulat. Han zsetonunk van,
akkor igaz valasz esetém—1 marad, amik,_, szamra elég, mig ha nem a valasz,

akkor n—2 zsetonunkkalk,_, szam kozil tudjuk megtalalni az igazit. Ez azt
jelenti, hogy k, =k _, +k_,, ami a k =1 és k, =2 kezdértékekkel éppen a
Fibonacci-sorozat elemeit adja, alitk,, =89.
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