Magas szint matematikai tehetséggondozas

Algebrai egyenbtlenségek versenyeken
Dr. Kiss Géza, Budapest

Néhany helyettesitési mddszer és a Cauchy-Schvgyemtlenség specidlis
esetének alkalmazasa bizonyitasi feladatokban

Ismert, hogy sok egyeftlenség bizonyitdsa egysisithet egy Ugyes
helyettesitéssel, amelyben adott, vagy feli@Hsigy abc=1. A helyettesités ekkor
a=§; b=l’; c=2.

z X

Méas esetben is érdemes prébalkozni hasonld hedjtssel? Példaul, igen sok
versenyfeladatban szerepel pozitiv valdés szamokrakdaetkesd feltételek
valamelyike:

xyz= x+ y z 2, illetve xy+ yz+ zx2 xyz 1.

Alkalmazzuk a meglep
X_a+b _b+c 4= ct a

c a b
helyettesitést

a+b+b+c+c+a+ _ db- ab+ be Ior Ta a2 abc

c a b 2 abc

c(a®+bP+2ap+ é(a b+ aba p (& { ca cb’e b
abc - abc -

(a+b)(b+ g(c+ 3

abc

Vagyis ezzel a helyettesitéssel automatikusarstdlpez is, hogy
Xyz= X+ y 2.

Ha ennek reciprokait vesszik, akkor viszont épperasik alak,
Xy+ yz+ 22 xyz1

lesz igaz.

A masik iranyban is érdemes részletesen megnétzarzdrsszefliggést.
El6szor ekvivalens atalakitasokkal megmutatjuk, hogyisrelent pontosan
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Dr. Kiss Géza: Algebrai egysitlenségek versenyeken

1 1 1
+ + =1.
1+x 1+y 1+z
A beszorzas utan:

1+y+z+ yz4+1+ x+ 7 xz1+ % ¥ xyl+ & W +Z %Xy ¥z 42X

Ezt rendezve latjuk, hogy ez ekvivalensyaz= x+ y+ z 2 Osszefiiggéssel.
Legyen most
1 1 1
a= b= , C= ,
1+x 1+y 1+ z

vagyis teljesuljon az is, hogg+b+ c=1.

E két ebz6 megallapitas alapjan pk = 1ma_ —_—
a a

. c+a at+b
Hasonléany =——, z= .
b c
Tehat, amennyibena+b+c=1, a feltétel fennalldsa esetén ez a helyettesités
alkalmazhaté.

1. feladat

(Neshitt) Bizonyitsuk, hogy tetélegesa, b, ¢ pozitiv valés szamokra

a b c _3
+ + =—.
b+c cta atb 2
A sok-sok ismert megoldas kodzul most ketszeretnék kiemelni, ez a kétt

tulajdonképpen atfogja az egéséaglas mondandojat.

Megoldas I:

A baloldal szerkezete miatt ,normalizalhatunk” téletjik, hogya+b+c=1.
Alkalmazhatjuk az ébbi magikus helyettesitést. Elegéruklatni tehat, hogy

X, ¥,2>0, xy+ yz zx 2 xyz 1eseténx+ y+ zzg.

Indirekt tegytik fel, hogyx + y+ z<g.

Ekkor xy+ yz+ zx X+ Y+ Zalapjan és az indirekt feltétélb
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Magas szint matematikai tehetséggondozas

Xy+ yz+ Z)s(x-'-y-'-z)2<3
yry 3 4

Felhasznalva tovabba a szamtani-mértani kdzép k&gitenbtlenséget
3
X+y+ 2z
(xty+q 1

2xyz< 2 .
Y 4

E kettbdl xy+ yz+ zx 2 xy,§731+1' =1, ellentmondas.

Nézzink ennek a helyettesitésnek az alkalmazasigagy példat!

2. feladat

Tudjuk, hogyx, y, z> 0 és xyz= x+ y z 2. Mutassuk meg, hogy
2(\/x_y+\/72+\/_z>)s ¥ W 26

Megoldas:

El6sz06r probaljuk meg kicsit atirni a bizonyitandé egitlenség jobboldalat.
A kétszeres szorzatok helyett beirjuk:

2(\/x7y+\/72+\/—z>)=(x/7xi-\/7y+x/—)z2— x ¥ .

Ezzel a bizonyitand6 egyéilenség atirhatd

(&+ﬁ+ﬁ)2s2x+2wzz+ 6.

A gytkvonast elvégezve a bizonyitand6 eg§tehség

Ix+Jy+Vz< 2(x+ y+ 2 3).

A szokatlannakiiné helyettesités most is segit!

\/a+b \/b+c \/c+a (a*rb b c &a)
+ + < [2 + + +3].
c a b c a b
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Most a jobboldal kezelhétbb formaban is irhaté:

a+b b+c c+ta ab Bbc e a c ab 1 1 1
+ + +3|= + + +—F—F—=(a+b+c)| =+=+=|
c a b c a b c a b b

Alkalmazzuk a tébbszdrdsen atirt alakra a Cauchyw@cz-egyeriitlenséget:

\/a+b \/b+c \/c+a \/a+b_c+\/a+bT+\/a+bﬁ<

\/(a+b+b+ C+C+a)(1+i+1j \/Z(a+b+b+ c, c+ba+3).

Cc Cc a

Hasonl6 modszerrel sikerrel probalkozhatunk a Kdeaétfeladatnal is.

3. feladat

Igazoljuk, hogy tetsileges pozitiv valés szamokra
2 2 2
(2a+b+¢) .\ (2b+ c+ 9 .\ (2c+ a B

<8.
2a?+(b+c)’ 2B+(crg° 28+(a H

Megoldas:

A torteket egyszéisitve rendrea’, b*, c*-tel az egyerttlenség atalakithat6

2 2 2
(2+b+c) (2+ c;aj (2_‘_ at bj
a 2+ 2‘|' ¢ 2S8.

Az egyenbdtlenségben a nevézs a szamlalé azonos ,dimenziéju”, igy feltehetjik
hogy a+b+c=1. Alkalmazzuk az dbbi helyettesitést. A bizonyitandd
egyenbtlenség

(2+%)°, (2+y)", (2+2)
24 2+y* 2+ 7
és azt is tudjuk, hogyyz= x+ y+ z+2.

<8
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Magas szint matematikai tehetséggondozas

Most azonos atalakitasokkal

2x+1 2x+1 2x+1 5
+ + <,
2+x2 2+X° 2+ 2
majd atrendezve énitve
2 2 2
(=17, (x=1° , (x=9°
2+x2  2+x2 2+ %

Ebben az utols6 formaban mar jél hasznalhat6 alaBchwarz egyeftlenség:

(-1 (1 () (xryr 231
24X2 242 24X X+ P+ 246 2

Az utobbi a bizonyitandé atrendezésével
2(x+y+z-3) 2 X+ y+ 2+6=( % ¥ ¥-2(xy ye 3x6.
Most néhany egyszéresetben alkalmazzuk a szamtani-mértani kdzép #6zo6t

egyenbtlenséget.
+
(=D szm,yz \/?a’ s VJ ab
a a b c
és ezek szorzdsévatyz= 8.
Ezt is felhasznalva

Xy+ yz+ zy> 33 X § 2> 3[A=12 ésx+ y+ z= 33 xyz= 6.

Ezekkel a becslésekkel mar sikerrel bizonyithatakegyeritlenséget, legyen az
egyszeiiség kedvéérs = x+ y+ z

2(s-92g-2012+ 62 - 4 xy yx ¢ 6

Rendezzik a most mar csak egy ismeretlent tartd@lregzenstlenséget:
$*-12s+36=(s-§°2 0

Az egyenbség esetét is latjuk, ha= y= z=2.

Mielétt ratérink a masik kiemeletidmddszerre kicsit tekintsilk at a Cachy-
Schwarz-egyeiitlenség tulajdonsagait egy feladaton keresztiil.
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4. feladat

Bizonyitsuk be, hogy pozitiv valés szamok végesa,, ..., 8, sorozata akkor és
csak akkor mértani sorozat, ha

(a2+a2+..+q,)(a+ &+..+ &) =(aa+ aa+...+ 2,
Megoldas:

Ha vessziik ax(ay, &, ...,a_,) ésy(a,a,...,a) vektorokat és ezekre felirjuk a
Cauchy-Schwarz egysiilenséget, akkor kapjuk, hogy

(S +af+..+a)(ad+d+..+ d)=(aa+ aa+r..+ .4’

Egyenbség pedig pontosan akkor Iép fel, ha a két vektmhymzamos, rdadasul
egyed iranyu is, hiszen most a koordinatak pozitiv szZénfitz pontosan azt jelenti,

hogy
A% - &
a & 84

Ez a pozitiv hanyados a sorozat kvdciense.

A Cauchy-Schwarz-féle egyéilenség nagyon hatékony segédeszkdz az algebrai
egyenbtlenségek bizonyitasa soran. Altalanos hasznakmaban nagy odafigyelést

és begyakorlottsagot igényel. Sok esetben igen znaheéglatni, és technikailag
kivitelezni az alkalmazéasat. Ezért is gondolom regfontosnak és szerencsésnek a
kdvetked specializaciot.

5. feladat

(Titu-lemma) Legyenela, a,,..., g, tovabbax, x,, ..., %, pozitiv valos szamok.
Ekkor teljesil a kdvetkézegyenbtlenség:

2

2
+i+...+i2
% X

(a+a+.+3)
X+ X+ X

R

147
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1. bizonyitas:

Az els bizonyitas megmutatja, hogy a lemma a CBS-edyleniség egy specialis
esete. Alkalmazzuk a CBS-egyétitnséget a kdvetkézszamokra:

a,

& & &

egyfebl, illetve \/x, /%, ...,\[%, méasfebl.

(]3] {z

>| A fx 4% 4+ B 2: +a+..+a)
_L/ZJZ JZJZ Rﬁ} (a+a+..+a)

A baloldalon elvégezve a négyzetre emeléseket édkwdi oldalt
(xl Xt )g) -nel osztva éppen a bizonyitandé egydahséget kapjuk.

A megoldasbdl az is kidertl, hogy mikor teljesuleagenbség:

)+ () e (V%) 2

& _a_ _a

% T
2. bizonyitas:

Az allitdst n = 2-re algebrai atalakitasokkal bizonyitjuk.
2 2 2
a’ b (ath)
Xy X+y

Szorozzuk meg az egyétlenség mindkét oIdaIéXy( X+ y) -nal, és végezzik el a

miiveleteket.
a’xy+ &Y+ X+ Bxyp dxy2 abwy o

Rendezés utan a kapott kifejezés teljes négyzet:
a’y’ —2abxy+ B X 0.

(ay-b¥’ 20.
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Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink az eiieeigyenbtlenség is igaz és az

egyenbség pontosanay = bx = §=E esetén kovetkezik be. Az allitds ezutan
Xy

n -re vonatkozé teljes indukcioval igazolhaté.

Elssként vegylk Ujra él a Nesbitt-egyetlenséget és arra adjunk egy masik
megoldast.

Megoldas II. (Nesbitt):

Bovitsuk a torteket rendre, b, c-vel.és hasznaljuk a Titu-lemmét!
a b? ¢ (a+b+0o)
+ + > )
ab+ca bcr ab ca bc 2( ab be ¢

A baloldalrél latjuk be, hogy Iegaléb%.

a’+b’+c® = ab+ ber ca
a’+b’+c®+2ab+2ber 2ca2 3(ab be cp

(a+b+ c)223( ab+ ber ca,
(a+b+ 0)2 3
S
2(@b+bctcg 2

Azt is latjuk, hogy egyefiség akkor és csak akkor, ba=b= ¢

A kovetked két feladat OKTV versenyek feladata volt, illett@bb férumon is

megtalalhatd. Schultz Janos is hivatkozik ezekk&édien. A két feladat kozil a
masodikat oldjuk meg ezzel is megmutatva, hogyzedélsezt a kis allitast kiilén
lemmaként nyilvantartani.

6. feladat
Mutassuk meg, hogy ha, b, c, d> 0 akkor
a b c d
+ + + >
b+c c+d d+a a b
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7. feladat

Mutassuk meg, hogy ha,b, c, d, ¢ f> 0 akkor
a b c d e f
+ + + +

+ >3.
b+c c+d d+te e f Ha &b

Megoldas:
Bovitsik itt is mindegyik tortet a sajat szamlalojava
a’ b? c d? € f2
+ + + + + >
alb+c Hctrd ¢+ de ¥ (e )a (fa)b

3

Most alkalmazzuk a baloldalra a Titu-lemmat, ezzblzonyitandd egyedtlenség

(a+b+c+d+ e+ 1) o2
ab+ac+ bet bd+ cd ce de of ef ae af bf

A neved harom szorzat 6sszegére bonthatd

(a+b+c+d+ e+ 1)

(a+Q)(or g=(br g Fr Jo( & H & §

Most x=a+d, y= bt ¢ = f+ « helyettesitéssel A Nesbhitt-eggtienség
masodik bizonyitasanal is szer&plismert

2
(x+ y+ z) N
Xy+ yz+ zx
adodik, ahonnan az egyénég esetérx=y= z illetve a=b=c=d=e= f
Ez a harom feladat utal egy olyan sejtésre, hobglaldali ismeretlenek szaméat 1-
gyel névelve a jobboldal minden esetbgandel noévekszik.

Ez a hires Shapiro-egyétienség.

Ennek harom esetét mar lattulGt «két eset bizonyitva is van. A szimmetrikus
szerkezet alapjan teljesen medlepogy ez az allitas altalaban nem igaz. (1)

Az eredeti problémat Shapiro az American MatherahtMonthly-ban tizte ki
1954-ben.
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Kidertilt, hogy az eredeti allitas paros n-ekrg 12-ig, paratlanokran < 23-ig igaz.
A teljes megoldast egy Drinfel'd néwkran nemzetiségmatematikus adta meg
1971-ben, 17 éves kordban. Eszerint tdéges n-re csak

s NS . BN . B L
XNEX XKt X X+ X %t % 2

teljesul, aholy = 9891.. irracionalis konstans.

8. feladat

(Péter Rozsa Versenyp, b, ¢ pozitiv valés szamok 6sszege 1. Igazoljuk a
kdvetked egyendtlenséget:

1_a° b? c

=< + + <l1.

2 at+tb b+c cta

Megoldas:
Az alsé6 becslést a Titu-lemmaval azonnal kapjuk.
G (a+b+¢)’ (a+b+q° 1
+ + > = ==,
atb btc cta abrb e e a2a bl 2

A felsd becsléshez csokkentsiik a nakest:
a’ b? ¢ & v _
+ + <—+—+—=a+b+c=1.
a+b b+c cta a b c

A felsé becslésnél egyetdéget nem kaphatunk, de az 1-et tidegesen meg tudjuk
kozeliteni.

9. feladat

(OKTV donw, 2001) Bizonyitsuk be, hogy &&, a,, ..., g, pozitiv valés szamokra

teljesul az
2 2 2

2
& % Lo % & 2}
ata FHt g a,tq ata 2
egyenbtlenség!
Latjuk, hogy Titu-lemmaval ez egy ujjgyakorlat.

(a+ta+..+a)
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Alkalmazzuk most az ébb bizonyitott Titu-lemmat egy nehéz KéMalL feladat
megoldasara.

10. feladat

Az a, b, c pozitiv valés szamokrab+ bc+ ca= % Bizonyitsuk be, hogy

a b c 1
+ + > .
a’-bc+tl KF-catl ¢é- a1l a+b+c

Megoldas:

(Huszar Kristof, Schultz Janos megoldasa)
Alakitsuk at a megadott feltétel alapjan sorra #olbali torteket. A feltételbl

-bc= ab+ ca—é. Ezt beirva az efstortbe és a torteq -val bovitve:

a a a a

2 _ = :
a’ —bc+1 a2+ab+ca+§ &(ar br ¢+§ a

Ugyanezt az atalakitast elvégezhetjik mindharomldali tortnél, igy a baloldali
teljes kifejezés:
a b? c
7 2 " 2
a’(a+b+ c)+§a B(a br §c+§ b ¢ a b )c+—3

Most alkalmazzuk a Titu-lemmat harom tort 6sszegétsd becsléséhez:

a’ b c?
+ + >

az(a+b+c)+§a B(a br ¢+§ b & a b )cr—g c

(a+b+ c)2

(a+b+o)(d+ 6+ 6)+§( ar br ¢

>
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Most egyszdisithetiink a jobboldalofa+ b+ c) -vel és a feltételtd
2ab+ 2bc+ an=§-0t is beirhatjuk. igy a jobboldal:

atb+c _ at+ bt c _atbrc_ 1

2apie2e? @+ +C+2abr2ber2ca (a+b+’ a+tb+c
3

Ezzel az allitast igazoltuk. Egyéskg akkor és csak akkor, ha

a _ b _ c
5 2 2 2
a(a+b+c)+§a 6(a+b+¢+§b (S Im)cr—3 ¢
1 _ 1 1

a(a+b+c)+g b a+ br ()+—2 ¢ b ):+—2,
3 3 3
2 2 2
b+ 9+<= bt §+<= Ry
a(atb+g+o=Mak bt g+o= ¢a b ot
a=b=c
11. feladat

Igazoljuk, hogy minden olyax y, z>1 szdmharmasra, amely1¢1e+i+—1 =2,
X y z

Jx+y+z2d -1+ y1+/ 71

Alkalmazzuk a Cauchy-Schwarz-egyéthénséget a szokasos formaban:

16/x-1+10y-1+ B/ z- 1< [ §xr yr = 3

elegend tehat belatni, hogy

J3(x+y+z-3) < x+ v 2z

Ezt atrendezvex+ y+ zs% alakban kapjuk a bizonyitand6 Aallitast. Ez viszont

sajnos nem igaz, mert az eredeti feltételnél alkalm a szamtani és harmonikus
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kozép kozotti egyeritlenséget éppen a forditott allitds adodik. Ez gyiaprobléma
(és hiba) az egyettlenségek bizonyitasanal. llyen esetben finomatusibsre van
szikség.

Megoldas I.:

Alkalmazzuk ravaszabb moédon a Cauchy-Schwarz e@fenséget!

x/x—1+\/y—1+\/z—1:\/_at{/%+«/_bq/?.+x/_q/§ls

s\/(a+ b+ c)(x_1+ y;1+ Z- 1)
a c

Itt a, b, c tetsdleges pozitiv valdés szamok. Ha vetink egy pillants eredeti

egyenbtlenségre akkor latjuk, hogy val6stlieg az a célszér ha ebben az esetben
az a+b+c az x+ y+ z megfelebje és ugyanakkor a masik ténggmntosan 1.

Az els) garantalhat6 azzal, hogy= x, b=y, c= z A masodikhoz alakitsuk egy
kicsit a tortek dsszegé és hasznaljuk fel a feladzdeti feltételeit:

x-1,y-1, Z‘1=3_(3+_1+_1J =3-2=1.
X y z Xy z

Ezzel az allitast igazoltuk.

Adjunk erre egy masik, az eddigi otletélkés a targyalastdl azért nagyon nem éltér
Gton, nagyon szellemes megoldast.

Megoldas II.:
A feltétel kinal egy masik helyettesitési lefsgiget.
1 1 1
a=—,b=—,c=—.
X y z

A bizonyitand6 egyefitlenség:

\/1 11 \/1—a \/1—b \/1—0
o+ > + + .
a b c a b c
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a+b+c

A feltétel igy a+b+c=2, vagyis =1. irjuk most be ezt a kifejezést a

jobboldali gyokok alé és alkalmazzuk a Cauchy-Sataviéle egyerdtienséget..

a+b+c_a a+b+c_b ar br .
2 2 2 < (3a+b+0_a_b_cj(l+_1+_1j
a b c 2 a b c

a+b+c

=1.

Itt a fel®y becslésben az élsényed

Ennél a modszernél egyes szituaciékbanaab, ¢ valasztasaval sokféle folytatas
lehetséges. Ez is egy masik Titu-lemma lehetne.

Végul, hogy a szokasos megoldasi eljarasainkatisztetjlk még két érdekes
feladatot szeretnék targyalni.

12. feladat

Legyenekx, y, zolyan pozitiv valés szamok, amelyekxer y+ z= xyz Igazoljuk,

hogy
1 1 1

+ +
1+ 14y N1+ 2

3
<—.
2

Csak megemlitem, hogy amennyiben jaratosak vagyankigonometriaban, a
feltétel alapjan azonnal kinalkozik a tangensegdttsités, amely persze pontosan
kezelve a feltételeket és megvizsgalva, hogy aem@gyegldl kovetkezik-e, hogy a
harom hegyesszdg 6sszege adodik a bizonyitas.

Megoldas.:
Most inkabb ismét helyettesitlnk.
a=1, b=—, c=—1.
X z
A feltétel atirhatd
1
S+ =
abc

vagyis
ab+ bc+ ca=1.
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irjuk at az el tagot a helyettesitéssel és irjunk az 1 hely@ter bc+ cg -t. Ezzel

homogén lesz a gyok alatti kifejezés. Ezutan alkaluk a szamtani-mértani k6zép
kozotti egyenttlenséget.

Ji+x2 +Ja?+1 +Jai+ abt ber ca

- (a+b)(a+c)<g[ a+b+ar Cjzl( a a)

(a+ba+9 2 (arB(a §) 2 @b &

2
Ezt mindharom tortre elvégezve és 0sszeadva éppmoayitandé allitast kapjuk.

13. feladat
Legyenek aza, b, ¢ olyan pozitiv valés szamok, amelyekre teljestgyho
1 1 1
+ + >1.
a+b+l b+ctl ct+atl

Mutassuk meg, hogp + b+ c> ab+ bet ca
Megoldas:

Alkalmazzuk a Cauchy-Swarz-egyétibnséget kuldn-kulon az egyes kifejezésekre.
(a+b+1)(a+ b+ ¢)2(ar br §.

Innen kifejezhet az el tort és hasonléan a tobbiek is. A harom torteréasdva

1 1 1 _a’+b’+c?+2(at+ b+ g
+ + < .
a+b+l b+c+tl c+ arl (a+b+ c)2

Tudjuk, hogy ez legalabb 1, etib
ab+ bc+ ca< a+ b+ «

A megoldas menetéblatjuk, hogy egyeriiség akkor és csak akkor, ha
a=b=c=1.
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Irodalom:

* Andrescu and Harazi: Note on Algebraic Inequalifieternet)
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e AKhrabrov: Shapiro’s inequality (internet)

*  Problem Shortlist with solutions, IMO 2009

e Schultz Janos: ,J6 az 6reg a haznal...”, Matematiaithsa 2008/4
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