dr. Kiss Géza: Geometriai feladatok megoldasamptex szamsikon

Geometriai feladatok megoldasa a komplex szadmsikon
dr. Kiss Géza, Budapest

Az elbadas soran a komplex szamokkal kapcsolatos szoképelsrai €s geometriai
fogalmakat, tulajdonségokat ismertnek tételezzlikAe idékeret miatt tobb esetben
el kell tekinteniink az igigényes - bar nagyon fontos és hasznos - precikezps-
t6l, hogy leheéség maradjon a komplex szamok haszndlatanak &ttekiségét,
elegancigjat és erejét is megmutatni.

1. Bevezei feladatok
A kovetked Am. Math. Monthly-ban koz6lt bizonyitdsra Mészaddesef tanar ur
hivta fel a figyelmemet. A tétel bizonyitAsabanrep¥ mddszerrel Mészaros tanar
ur megoldotta Olah Gyodrgy tanar Ur egyik kedvenadatat, amely harom egymas-

hoz csatlakoz6 négyzetre vonatkozik. Az egész anjashaté a Fazekas Gimnazi-
um matematika portaljan a szeminariumi anyagok #06z0

1.1. Tétel: (Heron-képlet) Tetdteges haromszdg terlilete a szokasos jeldlések

mellett
T=yJs(s-d(s B( s )

Bizonyitas El6szor készitstink abrat!
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Kistérséqgi tehetséggondozas

A haromszogekO-ndl fellég szdgei a szokasos jelolésekkel rend@ —%,

90 —g, 90 —g. A beirt kor sugara, az érinbszakaszokAP = s— a, BQ=s- b,

CR=s ¢
Helyezziik el most aDPA, OQBés ORC haromszégeket a Gauss-féle komplex
szamsikon gy, hogy @ pont mindegyik haromszogre legyen a kdzéppontisam €
haromszégekr hosszlsagu befogdja a valdés tengelyre essen. 2gj, aB, C
csucsoknak megfelekomplex szamok

A=r+(s—-ai, B=r+(s—Bhi C=r+(s- Qi

A harom komplex szam argumentumanak 6sszege
00 -2 490 -L 1+ 90-Y = 270-9*B*V - 1gp
2 2 2 2

Szorzaskor az argumentumok 6sszeadodnak, kdvekémeen a harom szam szor-
zatanak képzetes része nulla kell, hogy legyen.

ABe=[ re(s- 3 i re(s i 1 (s 9 1=
[r3—r(s—a)(s—b)—r(s— B(s ¢- (s ¥ s )§|+
i[rz(s—a)+r2(s—b)+ r*(s-9-(s-3( s W s )(%

A képzetes rész nulla;
r’(s—a+s-brs ¢-(s H s § s )=0.
Atrendezve és-sel szorozva
rst=s(s-d(s B s F

Végul beirjuk a jol ismerT =r[$ 6sszefliggést és éppen a Heron-képlet adédik

T=ys(s-4(s B( s F
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dr. Kiss Géza: Geometriai feladatok megoldasamptex szamsikon

1.2.Most vizsgaljuk egy kicsit a hirnégysz6g Feuerbiintét.

Az éaltaldnossag megszoritdsa nélkil a hirnégysadg ikt kore legyen egységnyi
sugarl és kdzéppontja & pont, csucsaa, b, ¢, d A haromszdgnél megismertek
s o a+tb+ct+d . . . . L
mintajara hivjuk az S:T szamot a négyszOg sulypontjanak, az
m=a+b+ ct d szamot a négyszég magassagpontjanak, és végul az
a+b+c+d
e=———
2
Legyenek rendre afabc),(abd),( acd,( bcyl haromszoégek stlypontjas,, s

kdzéppontl]% sugar kort a négyszég Feuerbach-korének.

S, S, magassagpontjain,, m_m, m; Feuerbach-koreiknek kézéppontjaj, g ,

& &.
Most tekintsiik példaul am és m, tavolsagat.

|[m-m|=|a+t bt ¢+t - a b |=| d=1.

Hasonlbanm-m|=| m- g =| m- ni=1.

A négy haromszdg magassagpontjai kordl irt egységkégy pontban metszik egy-
mast. Ez am pont a hlrnégysz6g magassagpontja.

Most vizsgéljuk az e pont tavolsagat az egyes hszégek Feuerbach-kéreinek
kozéppontjatol.

o |:|a+b+c+d_ a+b+¢:H:1
@ | 2 2 | |2 2

Hasonl6an [e-g|=|e- ¢/=]| e SP:% A négy Feuerbach-kor kdzéppont}%\

tavolsagra van ae ponttél, tehat ae kdzéppontﬂ% sugara kér mindegyik harom-

sz8g Feurbach-koérének kdzéppontjat tartalmazzaégy maromszog Feuerbach-ko-
re aze pontban metszi egymast. Ez a kor joggal nevéziehat a négyszog
Feuerbach-korének.

Most tekintsiik a csucsok ésulypont, illetve az egyes haromszdgek sulypont-
jainak és a sulypontnak a kilonbségét.

atb+ctd_3d-a b c
d-s=d- = )

4 4
_atb+c+d atbrc_3d a b c

4 3 12

ST %
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Kistérséqgi tehetséggondozas

Latjuk, hogyd, s és s, egy egyenesen vannak®segyedeli azs,d szakaszt. Mas

szavakkal a csucsokat a maradék harom pont altghat@&ozott haromszog suly-
pontjaval 6sszekétszakaszok egy pontban metszik egymast és negiyedglmast.
Ezt hivjuk a négyszog sulypontjanak. Azt is terneészen latjuk, hogy a2 pont, a
sulypont, a Feuerbach-kér kézéppontja és a magasstggy egyenesen helyez-
kednek el.

Végul vegylk az egyes haromsztgek magassagpomtjamaz atellenes csucsok-
nak a felegpontjait. a+2md -ar b;CJ' d
a Feuerbach-korének kdzéppontjara, akkor éppemy mromszdg magassagpont-
jai altal meghatarozott négyszéget kapjuk. A kéyseog egybevago.

Ez a megoldds mutatja, hogy a komplex szamok mindgmn kellemes
tulajdonsagot hordoznak, amiket a vektoroknal mégsmoktunk. De ennél sokkal
tobbet is mondhatunk a késbiekben.

=e Ha az eredeti négyszdget tikrdzzik

2. Segédeszkdzok

Gyakran van szikségink annak elddntésére, hogadait egyenes parhuzamos-e,
illetve mebleges-e egymasra. Viszonylag kényelmes ennek &déna komplex
szamsikon akkor, ha ismerjik a szetepyeneseknek és egy koérnek a metszés-
pontjait.

2.1. ParhuzamossagAz O kozéppontl kor két parhuzamos hirjanak végpontjai
legyeneka,, a,, illetve b, b,.
Az (ah) ivegyenb az (a,b,) ivvel, tehata, -et ugyanaz a® kozéppontu forgatas

viszi b -be, amelyb, -t a,-be. A két komplex szam hanyadosa ugyanaz az egység
nyi hosszlsagu komplex szam kell, hogy legyen.

E:i@ = .
a b, A% Bb,

A bizonyitas oda-vissza olvashaté, ez a parhuzaigdsé#tétele.
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dr. Kiss Géza: Geometriai feladatok megoldasamptex szamsikon

2.2.MerslegességlLegyen most aa,a,) hur medleges a(bb,) harra. Tukrozzik
a -et azO pontra, igy-a, -et kapjuk. A(-a,a,) har parhuzamos ébb,) harral,
tehataa, = —bb, ez a meflegesség feltétele.

2.3. Két hur metszéspontjdegyen (a,a,) és (bb,) azO kozépponti egységkor
két hurja.
b, Célunk a két har metszéspontjanak megha-
tarozasa a végpontok segitségével. Jeldljik
az (aa,) har felespontjata-val, a (bb,)

har feledpontjat b-vel, a metszéspontot
s-sel. Mivel az(Oag haromszég derékszo-

gi, ezért alkalmazhatjuk a Pitagorasz-tételt:
|s” =|s- 4" +| 4°. Figyelembe véve, hogy

a komplex szam hosszanak négyzete a szam
és konjugéaltjanak szorzata

sib=(s- z)( s %1+ alz
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Kistérséqgi tehetséggondozas

Ebbol algebrai atalakitassal

illetve a 2a = a + a, miatt

S S
+

— =1,
a+a, a+a

a és a egységnyi komplex szamok, tehat konjugéltjuk éppeciprokukkal
egyezik meg. Ezeket behelyettesitve az

sga+ s= a+ g

egyenbség adédik. Az pont a(blbz) har egyenesén is rajta van, ezért hasonlé
eredmény irhato fdd-re is:

shh+s= b+ b.
Az utébbi két dsszefliggéslbs mar kifejezhei:

c-ax(d+h)-hb(ar a)
aa,-hb

Amennyiben a0 kézéppontu kér nem egységnyi sugaru, akkor azseggmplex
szamokat a kor sugaraval osztva egységnyi abszolut drtékamokat kapunk és
alkalmazhatjuk az 86 képletet. Ez egy kdzéppontos hasonlé@ag vonatkozo-
an. Az ebz6 jeldlésekkel az egységsugaru kérben a metszéspont

:?%{?*?)‘fﬁf*ﬂzg@@(mbz)—qg( at a)

af_bp r 2,3, - bb,
rr rr

Most r-rel szorozva latjuk, hogy azéals formula most is érvényes tetézgesr

sugar( korben.
a3(h+b)-hb(ar a)
a8 - Qb

s=rl§'=

Kuléndsen egyszéra két hir metszéspontjanak szamolasa, ha a kéhédleges
egymasra.
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dr. Kiss Géza: Geometriai feladatok megoldasamptex szamsikon

Ekkor a,a, =—hyb,, tehat

_atathth
2

2.4. Kori pontnégyesVizsgaljuk meg, hogy mi az algebrai feltétele dgniaogy
négy pont egy koron legyen.

e Az a, b, c, d pontok egy kor pontjai az abra
szerint. A kerlleti sz6gek tételgtkdvetke-
zik, hogy (ach)« =(adh<, és emiatt a
b-c vektort ugyanolyan szdigforgatas
viszi az a—c-vel parhuzamos helyzetbe,
mint b-d -t a-d-vel parhuzamos hely-
zetbe. Jeldljuke-vel azt az egységvektort,
amely ezt a forgatast biztositja. Ekkor

(b-c)d| a ¢ valamint(b-d) €| a- d
vagyis (b-c)e=A(a- g és
(b—-d)e=pu(a d.

A két egyenletet egymassal elosztva és atrendezve

a—C_EDb—C acb-d_acady
a-d A b-d b-cad bchbdA
a-c . a-d .. . e .
z b_ﬁ kifejezést aza, b, c, dkomplex szamok keis viszonyanak
_C —_—

nevezzik ésa b, ¢, d)-vel jeldljik. Latjuk, hogy kori pontnégyes esena ketis
viszony egy valds szam. Vajon igaz-e ez visszaéAbbol, hogy négy komplex
szam edbb definialt ketbs viszonya valos kovetkezik-e, hogy a négy pont egy
koroén van?

aﬂ:ﬂ:kﬂﬂ%, akkor 2= ¢ = K (£- d. Tehat2—¢ I a- d.

b-c b-d b-c b-d b-c" b-d

Ha ak valés szam pozitiv, akkoa—c és b-c vektorok a szoge megegyezik
a-d ésb-d vektorok B szdgével, ellenkézesetben pedid8C -ra egésziti ki

azt. Haa =0, akkor #=0 vagy S =180, tehat a négy pont egy egyenesen van.
Ha a #0, és hac ésd az @b) egyenes ugyanazon oldalan helyezkedik el, akkor
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Kistérséqgi tehetséggondozas

a-c a—-d

boc és bod egyirdnyuak, tehatr = B, a kerlleti szdgek tétele alapjan a négy
_C —
i . . . a-c , a-d
pont egy korén van. Ha aal) elvalasztjac-t ésd-t, akkor azb— és T
_C —_—

vektorok ellentétes iranydak, kovetkezésképper S=18C0, az a és [ egy

harnégyszdog két szemkozti szdge, a négy pont eginkéan.

A kettos viszonynak rengeteg fontos tulajdonsaga van,araggk kiemelt teriileten

alkalmazhaté. Teljesebb kiépitéséigényes, de megtéril. A kilzhiekben felhasz-

naljuk azt a tényt is, hogy a pontok sorrendjétorhtva négy pont kéits viszony

0sszesen hatféle értéket vehet fel. Ez]e%,l—)l —1 L E Mivel a ketts
A 1-4 A-1 A

viszony nem vehet fel sem 0, sem 1 értéket, igywatamelyik valds, akkor minde-

gyik valés.

2.5. Hasonl6é haromszogeldz (xy2 és (x'y' z') azonos iranyitasu haromszogek
akkor és csak akkor hasonlék, haxz z vektort ugyanaz a forgatva nyujtas viszi
at az y- z-be, mint amelyikx'- z'—t az y'- z'—be. Ez azt jelenti, hogy van oly&n
komplex szam, amellyglx-z) f= y- zés(x'-z') f= y- Z. Ebb3| pedig

-z X-72

-z y

x

<
N

2.6.Szabélyos haromszogdHa az &bc) haromszog szabalyos, akkor egybahd
és pca) haromszdgek hasonldak is. Hasznaljuk ézéefeltételt:

a- b-

b- c-

(el Ne)
o o

Beszorzas és rendezés utéaf + 2ac— & = - be- ab ar azaz
2 2 2
a“+b“+c = ab+ bet ca

Mivel az atalakitasok oda-vissza elvégetkais az §bc) haromszdg akkor és csak
akkor hasonlé abca haromszdghtz, ha a haromszég szabalyos, egyadgéprai
feltételt nyertiink haromszo6g szabalyossaganak igsam.
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dr. Kiss Géza: Geometriai feladatok megoldasamgtex szamsikon

3. Tételek, feladatok, alkalmazasok

3.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy a haromsz6g magassagpontjardidakia
vonatkozo tikorképei a koré irt korén vannak.

Megoldas:

Legyen az egyszéség kedvéért a koré irt kor kézéppontja ismétCapont, a
haromszog cslcsai pedighb ésc. Allitsunk meblegest a lfc) oldalra az a pontbdl
és messe ez a nidgges a kora’ pontban. A mdilegesség feltétele alapjan tudjuk,
hogy bc=-alH.

Ebbsl p= —E:. Ezutan hatarozzuk meg a két leges hur metszéspontjat
a

bc
a+b+c-——
a

2

t=

p+tm

Ha a' pont t-re vonatkozé tikodrképe valéban az pont, akkor =t. Ez

teljesul, az allitas igaz.

3.2. Feladat: Igazoljuk, hogy a haromszdg talpponti haromszdgénkdalai
merdlegesek a haromszog koré irt kor cslicsokhoz tagogéaraira.

Megoldas:

Az elozb feladat alapjan tudjuk, hogy a talpponti haromsatialai parhuzamosak
az (a'b'c’) haromszog oldalaival. Afa'b'c’) haromszog a talpponti haromszog
m-bdl kétszeres nagyitott képe. Elegénehat belatni, hogy a-be mutatd sugar
merleges (a'b')-re; a masik két sugéarra ugyanez teljesil. Arc)( sugarat
tartalmazé hdr masik végpontjec, igy azt kell belatni, hogy(c,—c) és (a'b)
harok meblegesek. Ennek teljestilését ebleimhetjik a meflegesség feltételével:

ab'=-(-9k
a'lb'= —E[é_icj = C2
a b
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Kistérséqgi tehetséggondozas

3.3. Feladat: Egy 60°-0s sztg egyik szaran elhelyezkey illetve A pontnak a
sz8g csucsatol mért tavolsaga p, illetve 2q; a kasaron elhelyezkéd, illetve
B, pontnak a csucst6l mért tavolsaga pedig g, illeRBe Az AB szakasz
felez’pontja C. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszdupasyas.

Megoldas:

Erre a feladatra most a forgatdsoknal megszo-
kott modszer mellett algebrai megoldast is
adunk. Az egyszéség kedvéért legyen a szbg
csucs O, és legyen azOA szogszar a valds
tengelyen. Ekkor a masik szar pontjai ennek a
szarnak a pontjaib6l60° -os egységvektorral
tortér szorzassal érhdt el. Az egységvektor

e=E+—i. Az egyes pontokhoz tartozé

komplex szamok:
a=p a=2q b= dle b=2 pl¢

A C ponthoz tartozé komplex szam fedpnpnt-
ként adodik.c = pe+ q Irjuk be az eddigieket a

szabalyos haromszdgre vonatkoz6 sziikséges és gddgedtételbe.

p’+q’ [+ pO€+2 pdle 4=

= pale+ pdé+ q0e ple p
Ezt rendezve
p’(f-et)+ f(€é- el)= pGe 1),

(p*- pa+ o) (€é- er1)=0.

Ez val6ban teljesiil, meg’ +1= e
A vektoros megoldasnalAC = g+ pe- p= g Q el), tovabba felhasznélva,
hogy €* = e-1, AC=q+ pl&. Az AB= qlk- p Forgassuk el aAC-t 60°-kal

pozitiv irdnyba, ez éppen egwel tortérd szorzas. igy, mivel e hatodik egységgyok
kapjuk, hogy

ACle=(q+ i) & Ge P’e Me p £

A két oldalvektor egymas0’ -os elforgatottja, a haromszdg szabalyos.
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dr. Kiss Géza: Geometriai feladatok megoldasamgtex szamsikon

3.4. Feladat: Egy ABC haromszdg oldalai folé szerkesztett néglyadizéppontjai
szabdlyos haromszdget alkotnak. Mit mondhatunkrarhsz6gél?

Megoldas:

Legyen az eredeti haromszdap(), négyzetkdzéppontok altal meghatarozott pedig
(xy2 Ha x az @b) oldal folé szerkesztett négyzet kdzéppontja, akko-a
memlegesb - x-re és vele egyefihosszusagu.

(x-a)i=h-x
ebl
b+ ai
x=—=
1+i

€s ugyanigy
_c+hi 7= a+ci
1+i 1+i

Annak feltétele, hogy azy2 szabalyos legyen
X+ Yy +Z =Xy y# z

Ebbe az egyetitégbe az ébbieket behelyettesitve e§$+ [ )2 -tel szorozva:

b*> +2abi-a®+ ¢+ 2bci- B+ &+ 2cai é=
=bc+ KFi+ cai- ab+ car é i+ abi be ab &+ bei ci

Az egyszetisitések utan ésvel osztva
2 2 2
a“+b°+c° = abt+ bet ca

Latjuk, hogy a két egyetég ekvivalens. Pontosan akkor lesz a négyzetkdzép-
pontok altal meghatérozott hAromszdg szabélyoazleedeti is az.
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Kistérséqgi tehetséggondozas

3.5. Feladat:lgazoljuk, hogy tetgteges négyszog csucsaibdl képzett haromszogek
Feuerbach-kdrei egy kéz6s ponton mennek at. (8 ¢hnévben KOMAL feladat
volt.)

Megoldas:

Legyenek a négyszog oldalainak félpantjaia, b, césd, atléinak feleadpontjaie
ésf - az dbra szerint.

Az O pontot Ugy valasszuk meg,
hogy az §be és @adf) korok a-tol
kilénb6d koézds pontja legyen.
(Az O egybe is esheta-vall)
Elegené megmutatni, hogy a fenti
két kor k6zo0 pontjan pl. alfc)
kor is atmegy. A ¢de korre a
bizonyitas ugyanigy menne.

A feltétel algebrailag azt jelenti,
hogy az ¢, € a, b) és 6, d; f, a)
kettvs viszonyok valésak, a bizo-
nyitandé pedig az, hogw,(c; f, b)

is valos.

A feltétel részletesebben:

£73-) (valos),

(o.gab=

o o
_ O

=u (valés).

|+ ol

,d; f,a)=
(o a) d-a

Szorozzuk 6ssze a két egyesdget:

(e-a)(d- f)

Ao Al A

1.
b (e-B(d- 9

De tudjuk, hogyd - f = e- Iy mivel kdzos alapt haromszégek k6zépvonalvektorai.
Ugyanezen okbée-a=c- f ésd—-a=c-h
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Egyszetisités utan ezeket behelyettesitve

f.(e-g)(d-1)_f. Lo b
b (e-b(d-9 b(d3 b(e)p

Ez a négy pont is egy kordn van.

A nehézséget még valamennyi gyakorlas utan is azzek hogy elegansan,
attekinthed algebrai nivelettel szarmaztassuk a keresett deettiszonyt. Latjuk,
hogy nem kizarélag a beve#ben targyalt hurnégyszdgek négy Feuerbach-kére
metszi egymast egy pontban, ez az Alliths dkges négyszogre igaz. Ekkor
azonban a Feuerbach-kérok sugara kilobpanégy kbzéppont nincs egy koron.

3.6. Tétel: (Newton tétele) Az éribhégyszogbe irt kér kozéppontja rajta van az
atlék feledpontjait 6sszekdtegyenesen.

Bizonyitas:

Helyezzlk el azmbcd négyszdget Ugy, hogy beirt kdrének kdzéppontj® gmont
legyen. Jeldlje a beirt kor érintési pontjait ab)( (bc), (cd), (da) oldalakon rendre
X, Y, ZEésu.

Mivel az x vektor meélegesb— x-re ésy
metleges b- y-ra, tovabba|x| =|y és
b-X=|y-H, ezért b-x=Aix, és
y—b=Aiy, mivel azx vektort ugyanaz a
90° -os forgatva nyujtas viszi &i— x-be,
mint amilyeny-t y-b-be. Ebll a két

egyenletil Ez—x.
y-b 'y
Most ki tudjuk fejeznib-t az x ésy
segitségéveb -2y .
X+y
Hasonl6an kapjuk, hogg=-2Y2., d=-224 4= 2UX
y+z z+u Uk X

Legyen most aza) és pd) atlék feledpontjae ésf. Azt kell belatnunk, hoge ésf
vektorok egymas szamszorosai, vagyis hanyadosdis.val
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Kistérséqgi tehetséggondozas

ux vz

e_atc_u+x y+z_(X+y)(Z+u)_x+ y z#y

f b+d Xy 2u (urX(y+3 =z d =z U
X+y z+u

ez viszont éppen ag z, -y, -u kdri pontnégyes ketsviszonya, ami valdés szam.

3.7. Lemma: Adott négy korC,, C,,C,, C, a komplex sikon ugy, hog¢, ésC,
metszéspontjaiz,, w; C, és C, metszéspontjaz,, w,; C, és C, metszéspontjai
z,, W,; ésvégllC, ésC, metszéspontjaz,, w,. A z, z, z és z, pontok akkor és
csak akkor helyezkednek el egy koron, Wwaw,, w, és w, pontok is egy koron
vannak.
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Bizonyitas:Feltevésiink szerint a kdvetkeketis viszonyok mind valésak:

(z,w; 2, W)=

(2w 7, W)=

(z Wz, w) =

(zooW; 2, W) =

Kovetkezésképpen

Az egyszelisités utan pedig

(z-2)(z- 2)(w- wW(w v
(z-2)(z-2)(w- wW(w v

Most két-két aljelet megvaltoztatva a képlet atirhatd

(z-2)(z- 2)(w W(w w):{zl—za. z- aH W vy.wg—w4}N:
(z-2)(z-2)(w-wW(w wW [z 2 g w wv w
=(z.z12, 2){ww wy.

Vagyis (z,z; 2, ) pontosan akkor lesz valos, f@,w,; w,, w,) . Ezzel az allitast
belattuk.

3.8. Clifford-tétel: A sikonn darab egyenest altalanos helyiretk neveziink, ha
semelyik keth nem parhuzamos és semelyik harom kozilik nem megymnast
egy pontban. Két altalanos helyize¢gyenes metszéspontjat nevezhetjik a két
egyenes Clifford-féle pontjanak. Harom altalanodyteti egyenesnek harom
Clifford-féle pontja van és ezek koérilirt kére, @adm egyenes Clifford-kore. Most
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Kistérséqgi tehetséggondozas

vegylnk negy altalanos helydetgyenest a sikorC,,C,, C,, C,. Legyen aC, és
C, egyenesek (egyik) metszéspongjgp (a masike), a z,, 7., 2, pontok koré
irt kore pedigC,,,. Alkalmazzuk az &iz6 lemmat aCy,, C,, C,, C, ,korok™re.
Ekkor a kdvetkedket figyelhetjik meg:

C,,, ésC, metszéspontjaz,,, z,,;
C, ésC, metszéspontjak, z,;
C, ésC,,, metszéspontjaz,,, 7,;

C., €sC,,, metszéspontjaz,,, 7.,

ahol z,,, az '0j’ metszéspontja & ,, és C,,, koroknek (, a masikz,,). Mivel
Z,,,%, 7, Z, kollinearisak, ezért azonnal kovetkeztethetlinigyhe,,, z,, 7,, 7,.,
egy koron vannak. A jeldlések alapjan azt is tudjubgy z,,, 7, 7, koré irt kore
C.,,- Ezek szerinC,,,, C,,,, C,,, kbrok metszik egymast a,,, pontban.
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Masrészt, ugyanez elmondhat6Cy,,, C,, C,, C,,, korokre méas szereposztassal is.
Mivel z,,®,27,,z, kolinearisak (mind a C, egyenesen vannak), ezért
Z,3, %y, Z Z,3, €0y KOron vannak. Az, z,, z, koré irt kor C,. Ezek szerint
Co3: Ciap Cog, kOrok is az,,, pontban metszik egymast. A négy koeg, pontban

1231
metszi egymast. Ezt a pontot hivjuk a négy egyé&iiéerd-féle pontjanak.

Ezutdn méar nem érdemes megallni! Most vegyiink ti&dos helyzét egyenest.
Barmelyik négynek van Clifford-féle pontja. Belathahogy az igy nyerhé&tot
Clifford-féle pont egy koéron van. 68 Hat altalanos helyzét egyenesnek hat
Clifford-féle kore van. Ezek ugy keletkeznek, haggy-egy pontot elhagyunk és a
maradék 6t pontnak vesszilk a Clifford-korét. Beltdh hogy ez a hat kor egy
pontban metszi egymast, stb...

Kaptunk egy végtelen tétellancolatot, az un. Clidf¢éle tétellancot.
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