Magyar Eszter, Szoldatics Jozset

Pitagorasz gotikus ablakai

Magyar Eszter
(meszter@apaczai.elte.hu)

ELTE Apéczai Csere Janos Gyakorlo
Gimnazium és Kollégium

[=]

Szoldatics Joézsef
(szolda@fazekas.hu)

Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo
Altalanos Iskola és Gimnézium

O

2020. augusztus 31.



Tartalomjegyzék

1. El6szo6 1
2. A feladatokrol, jelolésekrdl 2
3. Feladatok 3
Lo feladat (9) . . . . . 3
2. feladat (10) . . . . . . . oo 3
3. feladat (9) . . . . .. 3
4. feladat (9) . . . . .. 3
5. feladat (9) . . . . .. 3
6. feladat (9) . . . . . .. 4
7. feladat (10) . . . . . . o oL 4
8. feladat (10) . . . . . . . . 4
9. feladat (104+) . . . . . o 4
10. feladat (10) . . . . . . .. 4
11 feladat (114) . . . o0 oo 5
12. feladat (10) . . . . . . 5
13. feladat (10) . . . . . . . 5
14. feladat (104) . . . . .o 5
15. feladat (10) . . . . . . ... 5
16. feladat (10) . . . . . . . . . 6
17. feladat (10+) . . . . . oo 6
18. feladat (10-+) . . . . . . . o o o 6
19. feladat (10) . . . . . . . o 6
20. feladat (11+4) . . . .o o oo 6
21. feladat (10+) . . . . . . o 7
22. feladat (10+) . . . . . . 7
23. feladat (9) . . . . . .. 7
24. feladat (9) . . . . . .. 7
25. feladat (10) . . . . . . . o 7
26. feladat (10) . . . . . . . o 8
27. feladat (9) . . . . .. 8
28. feladat (9) . . . . . .. 8
29. feladat (9) . . . . . . . 8
30. feladat (9) . . . . . . .. 8
31. feladat (114) . . . o o o 9
32. feladat (9) . . . . . . . L 9
33. feladat (9) . . . . . .. 9
34. feladat (9) . . . . . . 9
35. feladat (10) . . . . . . . . 9
36. feladat (9) . . . . . . .. 10
37. feladat (9) . . . . . . . 10
4. Megoldasok 11
L. feladat (9) . . . . . . 11
2. feladat (10) . . . . . . oo 12
3. feladat (9) . . . . . 15



4. feladat (9) . . . . .. 16
5. feladat (9) . . . . .. 18
6. feladat (9) . . . . . .. 21
7. feladat (10) . . . . o oo 23
8. feladat (10) . . . . . . . . . 25
9. feladat (10+) . . . . . o oo 27
10. feladat (10) . . . . . . . .o 30
11 feladat (114) . . .o oo 31
12. feladat (10) . . . . . . o 33
13. feladat (10) . . . . . . . 35
14. feladat (104) . . . . . .o 38
15. feladat (10) . . . . . . ... 41
16. feladat (10) . . . . . . . ..o 44
17. feladat (10+) . . . . . . o 46
18. feladat (10+) . . . . . . . . 48
19. feladat (10) . . . . . . . 51
20. feladat (11+4) . . . . . o oo 53
21. feladat (10+) . . . . . . o 58
22. feladat (10+) . . . . . . . 61
23. feladat (9) . . . . . .. 63
24. feladat (9) . . . . . .. 64
25. feladat (10) . . . . . . . .. 66
26. feladat (10) . . . . . . . L 69
27 feladat (9) . . . . ... 73
28. feladat (9) . . . . . . . 74
29. feladat (9) . . . . . .. 7
30. feladat (9) . . . . . . . 80
31. feladat (114) . . . . o o o 82
32. feladat (9) . . . . . . .. 84
33. feladat (9) . . . . . . . L 85
34. feladat (9) . . . . . . L 87
35. feladat (10) . . . . . . .. 93
36. feladat (9) . . . . . . .. 96
37. feladat (9) . . . . . . . 99
. Fuggelék 102
5.1. Javaslatok, otletek a feladatok megoldaséhoz . . . . . . . .. ... ... .. 102
5.2. Javaslatok, ctletek a feladatok kittizéséhez . . . . . . . ... ... ... .. 102
5.3. Felhasznalt tételek, Osszefiiggések . . . . . . . . . ..o 103
5.3.1. Egymast érint6 korok tulajdonségai . . . . . .. ... 103
5.3.2. Erintkez6 korok tétele (Descartes-tétel) . . . . . . . ... ... ... 103
5.3.3. Inverzid . . . . .. 105
5.3.4. Korcikk és érint6 kére . . . ... oo o o000 106
5.3.5. Korcikkbe frt kér . . . . ..o oo 107
5.3.6. Pitagorasz tétele . . . . . . ... 107

5.4. Gotikus mintak . . ... Lo 108



Magyar Eszter, Szoldatics Jozsef: Pitagorasz gotikus ablakai

1. El6szo6

A feladatok eredete a torténelem kodébe vész el: egyszer csak el6bukkant egy papirlap,
abrakkal, melyeken érintkezé korok, korivek, szakaszok voltak és ki kellett szamolni 6ket.

A kezdeti gytjtemény béviilt az idék soran, de nagyon rendezetlen volt.

A hasznéalat soran praktikusnak tint a feladatlap, igyhogy elhataroztuk, a feladatok-
nak adunk valami szép keretet, leirjuk a megoldasokat és a gytjteményt is attekinthetGen.
Reméltiik, ha elkészitjiik e terviinknek megfelelé anyagot, akkor més is jol fogja tudni

hasznalni.

A feladatokat zommel Pitagorasz tételével oldottuk meg, de ahol lattuk, ott adtunk ra
tovabbi megoldéasokat is. Sok esetben még inverzi6 felhasznalaséval is tudtunk megoldést
adni, ami helyenként hosszabb megoldéast eredményezett, de az inverzié tanitasa esetén

hasznalhato.

A feladatokat f6ként 9. osztalytol érdemes feladni. Megjeloltiik Gket nehézség szerint

a feladat sorszama utan. Errél bévebben a kovetkezd fejezetben frunk.

Varhatoan tovabb is szeretnénk béviteni e gytjteményt. Ha a kedves olvasok koziil
valaki 1at egy 1j, vagy épp egy meglévs feladatnak megfelelg ablakot, szivesen vessziik,

ha elkiildi nekiink a képet vagy az otletet.

Ennek az anyagnak a legfrissebb verzidja letolthetd
a ,Matematika Oktatasi Portal” (matek.fazekas.hu)

honlaprol az ,Oktatési anyagok / Cikkek” helyrol.

Bizunk benne, hogy sokan fogjak hasznalni ezt az

anyagot!

Budapest, 2020. augusztus 31.

Magyar Eszter, Szoldatics Jozsef

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) -1/112 -
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2. A feladatokrol, jelolésekrdl

A feladatok nehézségének a jelolésére a kovetkezdket alkalmaztuk:

9 Konnyt feladat: Kilencedikben méar jol megoldhato feladat: elséfokil egyenletre
vezet, azonossagokkal és Pitagorasz-tétellel konnyebben megoldhatoé.

10 Kozepes feladat: Tizedik osztalyba szant feladat, példaul masodfoki egyenletre

vezet, vagy két egyenletes masodfoku egyenletrendszerre.

10+ Nehéz feladat: Tizedik osztalyban megoldhaté feladat, de vagy nehéz gondolatot,
vagy nehéz rendezési lépéseket tartalmaz, példaul harom ismeretlenes masodfoku

egyenletrendszert.

11+ Még nehezebb feladat: Tizedik osztalyba mar nem szant feladat, vagy nagyon
nehéz gondolatot, vagy nem 10. osztalyos megoldési eszkozt tartalmaz (példaul

derivalast, trigonometriat).

Természetesen ez a besorolas szubjektiv, mint ahogyan a feladatok sorrendje is.

Az alabbi tablazatban Osszegytijtottiik, hogy az egyes feladatokra milyen modszerek segit-
ségével adtunk megoldast. Bar lehetett volna, de nem alkalmaztunk koordinata-geometriai

modszereket.

P = Pitagorasz tételes, akar tobb modszerrel is

E — Erintkezd koros

T = Trigonometrikus, amikor szogfiiggvényt kell hasznalni

I = Inverzids, amikor az abra invertalt képét hasznéljuk

-

-

Fel. PETI Fel. PETI Fel. PETI
1. 2 1 14. 2 1 27. 1
2. 3 1 15. 1 1 28. 111
3. 1 16. 1 29. 3 1
4. 2 1 17. 1 30. 1 1
5. 11 18. 1 31. 1
6. 1 1 19. 1 32. 1
7. 11 20. 1 33. 1
8. 1 21. 1 34. 1 2
9. 1 1 22, 1 35. 1 1
10. 1 23. 1 36. 1 1
11. 1 24. 1 1 37. 1 1
12. 1 1 25. 1 1
13. 1 26. 1 1
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3. Feladatok

1. feladat (9)

Adott egy egység sugara félkorcikk. Mekkora annak
a kornek a legnagyobb r sugara, amelyik érinti az
atmérdst és a korvonalat?

2. feladat (10)

Egy egység sugaru negyedkorcikkbe megrajzolunk egy r sugaru kort,
ami érinti a negyedkorivet, és a korcikk sugarait az abra szerint. Mek-
kora a kor r sugara?

3. feladat (9)

Adott egység sugara félkor. A félkorbe beirunk két
r sugaru kort agy, hogy azok egymast és a félkort
is érintsék az abra szerint. Mekkora az r sugar ér-
téke?

4. feladat (9)

Egy egység sugaru negyedkorbe megrajzolunk két r sugart egymaést
érint6 korivet az abra szerint. Mekkora a koriv r sugara?

5. feladat (9)

Egy egység sugaru félkorbe megrajzolunk két % suga-
ri félkort az abra szerint. Mekkora annak a kornek
az r sugara, amelyik érinti mind a harom korivet?

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) -3/ 112 -
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6. feladat (9)

Egy egység sugaru félkorbe megrajzolunk két, egy-
ség sugaru korivet az abra szerint. Mekkora annak
a kornek az r sugara, amelyik érinti mind a harom
korivet?

7. feladat (10)

Egy egység sugaru félkorcikkbe megrajzolunk egy %
sugara félkort. Mekkora annak a kornek az r suga-
ra, amelyik érinti mind a két korivet és a félkorcikk
atmérGjét is az abra szerint?

8. feladat (10)

Egy egység sugaru félkorcikkbe megrajzolunk egy
egység sugaru korivet az abra szerint. Mekkora an-
nak a kérnek az r sugara, amelyik érinti mind a két
korivet és a félkorcikk atmérgjét is?

9. feladat (10+)

Egy egység sugaru félkorcikkbe megrajzolunk egy
egység és egy % sugaru korivet az abra szerint. Mek-
kora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind
a harom korivet?

10. feladat (10)

Egy egység sugaru félkorbe megrajzolunk harom azo-
nos sugari, egymast és a félkort illetve atmérgjét is
érint6 koroket az abra szerint. Mekkora a korok r
sugara’

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) -4 /112 -
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11. feladat (11+)

Egy egység sugari félkorbe megrajzolunk n darab
(n € N > 3) azonos sugari, egymast és a félkort illet-
ve atmérgjét is érinté koroket az abra szerint. Mek-
kora a korok r sugara? Mekkora a kordk teriiletének

és keriiletének oOsszege? Mekkora lesz a keriiletek és
teriiletek Osszegének hatéarértéke, ha n — oo?

12. feladat (10)

Egy egység sugaru negyedkorcikkbe megrajzolunk egy % sugaru fél-
kort. Mekkora annak a kérnek az r sugara, amelyik érinti mind a
negyedkorcikket és a félkorivet is az abra szerint?

13. feladat (10)

Egy egység sugart negyedkorcikkbe megrajzolunk egy 1 sugart kor-
ivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind a
negyedkorcikket és a korivet is az abra szerint?

14. feladat (10+)

Egy egység sugaru negyedkorbe megrajzolunk két r sugara kort az
abra szerint gy, hogy érintik egymaést és a negyedkort is. Mekkora
e korok r sugara?

15. feladat (10)

Egy egység sugart negyedkorcikkbe megrajzolunk két % sugaru fél-
korivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind
a negyedkort és a két félkort az abra szerint?

Matematika Oktatéasi Portal (matek.fazekas.hu)
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16. feladat (10)

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk két % sugaru félkor-
ivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti a negyed-
korcikk sugarat és a két félkort is az dbra szerint?

17. feladat (10+)
1

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk két 5 sugara fél-

korivet. Mekkora annak a kérnek a maximalis r sugara, amelyik
beliilrdl érinti a két félkort az abra szerint?

18. feladat (10+)

Egy egység sugari negyedkérbe megrajzolunk egy 1 és egy % sugara
korivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind
a negyedkort és a két korivet az abra szerint?

19. feladat (10)

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk egy 1 és egy % sugari
korivet. Mekkora annak a kérnek az r sugara, amelyik érinti a
koriveket és a negyedkorcikk sugarat az abra szerint?

20. feladat (11+)

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk egy 1 és egy % suga-
ra korivet. Mekkora annak a kornek a maximalis sugara, amelyik
beliilrél érinti a két korivet az abra szerint?

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) -6/ 112 -
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21. feladat (10+)

Egy egység sugaru negyedkorbe megrajzolunk két R sugari, egy-
mést érinté korivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik
érinti mind a negyedkort és a két korivet az abra szerint?

22. feladat (10+)

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk két R sugart, egy-
mast érinté korivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik
érinti mind a negyedkorcikk sugarait és a két korivet is az abra
szerint?

23. feladat (9)

Egy egység hosszu szakasz f6lé megrajzolunk két 1 sugara kor-
ivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind
a szakaszt és a két korivet is az abra szerint?

24. feladat (9)

Egy egység hosszu szakasz f6lé megrajzolunk két 1 sugara korivet
és egy % sugaru félkort. Mekkora annak a kornek az r sugara,
amelyik érinti mind a félkort és a két korivet is az dbra szerint?

25. feladat (10)

Egy egység hosszu szakasz f6lé megrajzolunk két 1 sugara korivet
és két Z—i sugara félkort. Mekkora annak a kornek az r sugara,
amelyik érinti mind a két félkort és a két korivet is az abra sze-
rint?

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) -7 /112 -
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26. feladat (10)

Egy egység hosszu szakasz f61é megrajzolunk két 1 sugart korivet
és két % sugaru félkort. Mekkora annak a két egyforma kornek
az r sugara, amelyek érintenek egy-egy félkort és korivet, illetve
egymast is az dbra szerint?

27. feladat (9)

Egy egység hosszu szakasz f6lé megrajzolunk két 1 sugari ha-
todkorivet, illetve négy, % sugaru hatodkorivet. Mekkora annak
a kornek az r sugara, amelyik érinti a koriveket az abra szerint?

28. feladat (9)

Egy egység sugaru korbe megrajzolunk harom, egymast és
az egység sugaru kort is érinté egyforma sugaru kisebb kort
az abra szerint. Mekkora a kisebb korok r sugara?

29. feladat (9)

Egy egység sugara kérbe megrajzolunk négy egyforma su-
gara kisebb kort, melyek érintik az egység sugart nagyobb
kort és a szomszédosak egymaést is az abra szerint. Mekkora
a kisebb korok r sugara?

30. feladat (9)

Egy egység sugari kérbe megrajzolunk hat egyforma sugaru
kisebb kort, melyek érintik a nagyobb kort illetve a szomszé-
dosak egymast is az dbra szerint. Mekkora a kisebb korok r
sugara?

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) -8 /112 -
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31. feladat (11+)

Egy egység sugart korbe megrajzolunk n darab (n € N;n > 2)
egyforma sugara kisebb kort, melyek érintik a nagyobb kort
illetve a szomszédosak egymast is az dbra szerint. Mekkora
a kisebb kordk r sugara? Mekkora a korok teriiletének és
keriiletének Osszege? Mekkora lesz a keriiletek és teriiletek
Osszegének hatarértéke, ha n — oo?

32. feladat (9)

Egy egység sugari kdrbe megrajzolunk négy, R sugart ne-
gyedkorivet az abra szerint. Mekkora annak a kornek az r
sugara, amelyik érinti mind a négy korivet?

33. feladat (9)

Egy egység sugaru kérbe megrajzolunk négy, R sugart ne-
gyedkorivet az abra szerint. Mekkora annak a négy egyfor-
ma kisebb kornek az r sugara, amelyek érintik a berajzolt
koriveket?

34. feladat (9)

Egy egység oldalu szabélyos haromszog cstcsaibol egység su-
garti koriveket rajzolva a korck egy ives haromszoget haté-
rolnak. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti
mind a harom korivet az abra szerint?

35. feladat (10)

Egy egység oldalu szabélyos haromszog csticsaibol egység su-
gara koriveket rajzolva a korok egy ives haromszoget hatarol-
nak. Mekkora annak a harom egyforma kornek az r sugara,
melyek érintenek két korivet és egymast is az abra szerint?

Matematika Oktatéasi Portal (matek.fazekas.hu)
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36. feladat (9)

Egy egység oldali szabélyos haromszog cstucsaibol egy-

ség sugaru koriveket rajzolva a korok egy ives haromszo- A
get hatarolnak. Ezt az ives haromszoget harom, egyfor- }‘ N
ma sugart kor kiviilrél érinti gy, hogy egymést paron-

ként is érintik az abra szerint. Mekkora ennek a harom
egyforma kornek az r sugara?

37. feladat (9)

Egy egység oldalu szabalyos haromszog csicsaibol
egység sugara koriveket rajzolva a korok egy ives ha-
romszoget hatarolnak. Mekkora annak a hat egyfor-
ma kornek az r sugara, melyek érintenek egy-egy kor-
ivet kiviilr6l és a szomszédosak egymést is az abra
szerint?

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) -10 /112 -
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4. Megoldasok

1. feladat (9)

Adott egy egység sugara félkorcikk. Mekkora annak
a kornek a legnagyobb r sugara, amelyik érinti az
atmérdst és a korvonalat?

Elsé megoldas

Hasznaljuk az abra jeloléseit! A
Az atmérdre allitott OA merdleges hossza a félkor
sugara és a keresett kor atmérdje, azaz 'O
2r =1
.. ﬂ‘
A keresett kor sugara: 0
1
r=-
2

Masodik megoldas
Hasznaljuk a korcikkbe irt kor (5.3.5 fejezet, 107. oldal) Gsszefiiggést atrendezett alakban:
d>=1-2r

1— d?
T =
2

Ha r maximalis, akkor a tort is maximalis. Mivel a tort nevezGje allando, ezért a szam-
lalonak kell a lehets legnagyobbnak lennie.

Ha 1 — d? maximalis, akkor d? minimaélis.

Mivel d? > 0, ezért d®> = 0 esetén lesz a kifejezés minimalis, ekkor d = 0.
A keresett kor sugara:
1
r = 5
Harmadik megoldas

Hasznaljuk a korcikket beliilrdl érinté kor sugarara vonatkozd Gsszefliggést (5.3.4 fejezet,
106. oldal), a korcikk kozépponti szoge most w = 180°.

sin % sin 90° 1

T ld4sing T T4smo0° 2

A keresett kor sugara:

N | —

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) -11 /112 -
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2. feladat (10)

Egy egység sugart negyedkorcikkbe megrajzolunk egy r sugaru kort,
ami érinti a negyedkorivet, és a korcikk sugarait az abra szerint. Mek-
kora a kor r sugara?

1

Els6 megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit! %,
Az ismeretlen kor sugara legyen r

r=0,T=0,R=0,C. R 5
Mivel OC = 1, ezért Tr

00, =1-r. 4

A keresett kor O, kozéppontja r tavolsagra van OT és OR O T

szakaszoktol, tehat OO, a korcikk kozépponti szogének szogfelezGje. Emiatt OTO, de-
rékszogi hdromszog egyenld szaru is, vagyis

OoT =r.
Az OTO, derékszogti haromszogben Pitagorasz tételét felirva és megoldva:
2 4r?=(1-r)?
2 =1—2r 412
P 4+2r—1=0

7’1:—1—4—\/5; 7"2:—1—\/5

Mivel 79 < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.
A keresett kor sugara:
r=—1+2.

Masodik megoldas
Alkalmazzuk az 1. megoldéas abrajanak jeloléseit és megallapitasait!

Tudjuk, hogy az OTO, haromszog egyenls szaru derékszogd, és igy az atfogdja a befogd
V2-szerese. Azaz:

1—7r=00, =rV2
1—r:r\/§
1:r+r\/§:r(1+\/§>

1 1 1—+v2
1+v2 14+vV2 1-+v2

r=—1++v2.

A keresett kor sugara:
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Harmadik megoldas

Alkalmazzuk az 1. megoldas dbrajanak jeloléseit és megallapitasait, valamint a korcikkbe
irt kor (5.3.5 fejezet, 107. oldal) Gsszefiiggését!

Mivel OTO, derékszogi haromszog egyenls szaru is, ezért

d=0T=r
az Osszefliggés alapjan:
d>=1-2r
r?=1-2r
r?4+2r—1=0

7’1:—1—4—\/5; re=—1—+2

Mivel r9 < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.
A keresett kor sugara:
r=—1+v2.

Negyedik megoldas

Oldjuk meg inverzioval a feladatot! (Ezt a megolddst vegyes érzelmekkel kozoljiik, olyan
érzéstink van, mintha ,,dgyival lonénk verébre”. A megoldds még csak nem is eqyszertd, de
gyakorldsra jo lesz.)

Az inverzi6 kore legyen az adott, O kozépponti egység sugart negyedkor korive.

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

.Y
P
R
k/
- R
C
D
O T I T
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DC' a keresett kor egyik atmérdje.

Mivel OT’ P haromszog egyenld szaru derékszog haromszog, ezért OT' = PT' = R

OP =0T - V2
1+ R=R-V2
1=—R+R-V2
1:R-<—1+\/§>
1 1 1+\/§:1+¢§

R— _ .
—14+V2  —14+V2 1+42
Igy
OD’:1+2R:1+2<1+\/§):3+2\/§

az inverzié tulajdonsigai miatt:

1 1 1 3—2\/523_2\/§

OD: = = .
OD"  3+4+2,2 3+2V/2 3-22

és innen:

DC:1—0D21—<3—2\/§>:—2+2\/§

Mivel DC a keresett kor atmérGje, ezért:

DC
r=—=-leV2

A keresett kor sugara:

r=—1++2.
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3. feladat (9)

Adott egység sugaru félkor. A félkorbe befrunk két
r sugard kort ugy, hogy azok egymast és a félkort
is érintsék az abra szerint. Mekkora az r sugar ér-
téke?

1
Megoldas A
Hasznaljuk az abra jeloléseit!
Az atmércre a kdzéppontban allitsunk metdlegest.
Az OA mer6leges a félkort két olyan részre osztja,
mint a 2. feladat (12. oldal) abréaja. /\
A keresett kor sugara: /O

r=—1+Vv2
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4. feladat (9)

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk két r sugart egymaést

érinté korivet az abra szerint. Mekkora a koriv r sugara?

1
Els6 megoldas A
Hasznaljuk az abra jeloléseit!
Az ismeretlen kor sugara legyen:
1
r=AC = BC.
Osszekotjiik a korivek kozéppontjait, A és B pontot. Ezen [\
a szakaszon rajta lesz a kozos érintési pont is, C'. O ¢ 1 B
Emiatt
AB =2r
Irjuk fel Pitagorasz tételét AOB derékszogt haromszogben:
(2r)® =12+ 12
412 =2
1
2 — —
"
V2 V2
T = —/— Tr9g = ———
2 2
Mivel ry negativ, ezért nem megoldés.
A keresett kor sugara:
V2
r=—.
2
Masodik megoldas A
Hasznaljuk az abra jeloléseit!
Az ismeretlen kor sugara legyen:
1
r=AC = BC.
Osszekotjiik a korivek kozéppontjait A és B pontot. Ezen 2\
a szakaszon rajta lesz a kozos érintési pont is, C'. O ¢ 1 B
Emiatt
AB =2r
Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) -16 / 112 -



Magyar Eszter, Szoldatics Jozsef: Pitagorasz gotikus ablakai

Mivel AOB haromszog egyenld szarta derékszogii haromszog, ezért atfogoja a befogdjanak
V/2-szerese, vagyis:

AB =2 =2r
71—\/_5
2

A keresett kor sugara:

Harmadik megoldas

Tiikrozziik a negyedkort a vizsintes sugérra és a A
jobb oldali kort rajzoljuk meg! Hasznaljuk az abra

jeloléseit! 2,
: . 1
Az ismeretlen kor sugara legyen r.
Ha meghtzzuk a kor érintéit, akkor azok 90°-os sz0-
get zarnak be. 0 B

A koriv sugara most 1 + 7.

Hasznéljuk a korcikket beliilrél érinté kor sugaréra
vonatkozo Osszefliggést (5.3.4 fejezet, 106. oldal), a %
korcikk kozépponti szoge most w = 90°.

Az Osszefiiggés egységnyi sugar esetén adja meg a
beirt kor sugarat, ami

sing  sin45° g B V2
I+sing 14 sin45° 1+\/7§ 2+42

Pheirt =

Az esetiinkben nem egység sugari korcikkiink van, hanem 141 sugar, illetve a korcikkbe

irt kor sugara pedig r, tehat:
V2
r =

2+2

7’(2+\/§> =V2(1+47)

2 +1V2 =2+ 1V2

o =2

(1+7)

A keresett kor sugara:
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5. feladat (9)

Egy egység sugari félkorbe megrajzolunk két % suga-
ri félkort az abra szerint. Mekkora annak a kornek
az r sugara, amelyik érinti mind a harom korivet?

1
Els6 megoldas L
Hasznéljuk az abra jeloléseit! r
Az ismeretlen kor sugara legyen r 10
r=0E = 0G. . G
Osszekotjiik az O és C pontokat. Ez a szakasz .
atmegy a G ponton is. C 1 A

Az AF szakasz meréleges a C'A szakaszra a szimmetria miatt.
Mivel CG = %, ezért
1
oC = 5 +r,

és AE = 1, ezért
OA=1-—r.

Irjunk fel OC A haromszogben Pitagorasz-tételt, majd rendezziik!

(%—FT’)Q —(1—r)P+ (%)2

1 1
Z—l+r—|—r2:1—2r+r2—|—1

3r =

Wl = =

T =

A keresett kor sugara:

W =

Masodik megoldas

Hasznéaljuk az érintkezs korok tételét (5.3.2
fejezet, 103. oldal)!

Ha az egységsugaru félkor atmérGjére tenge-
lyesen tiikrozziik a félkoriveket, négy, egymast
paronként érinté kort kapunk.

A sugaraik rendre:

17 ) 7,r

N =
(NN
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Az érintkez6 korok tétele szerint:

1 1 1 1\?
_I+I+I+;

2 2

1 2
(—1+2+2+—)
.

9+ -+ ! =18+ 2
roor? r2
1 6
0=——--+9
r r
1 2
r
1
0=--3
r
1
r=-
3
A keresett kor sugara:
1
r=-—.
3

Harmadik megoldas
Hasznaljunk inverziot!

Az inverzié alapkore legyen az adott, A kozéppontu
egység sugaru kor.

A feladat abrajat erre a korre invertalva (és az egyes
alakzatok képét vesszdvel jelolve) kapjuk a mellékelt
abrat.

A K kor atmérdje ky és kY tavolsaga, azaz 2 egység.

Igy a keresett kor invertalt képének F” pontja 3 egység
tavolsagra van az inverzié polusatol, azaz AF' = 3.

A keresett kis kor F' pontja eredeti helyén
AF = ﬁ = % tavolsagra volt a polustol.

Igy a keresett kor atmérsje:

pro1 12
3 3

A keresett kor sugara:

W =

() (1)<

1
2<1+4+4+3>
r

k1
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Megjegyzés
A feladat ihletGje a kidvetkezs boltiv volt:

Saint-Etienne katedralis,
Bourges (Franciaorszig)®

! Andrew Tallon képe: http://mappinggothic.org/image /44567
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6. feladat (9)

Egy egység sugaru félkorbe megrajzolunk két, egy-
ség sugaru korivet az abra szerint. Mekkora annak
a kornek az r sugara, amelyik érinti mind a harom
korivet?

Elsé megoldas

E
Hasznaljuk az abra jeloléseit! ,
Az ismeretlen kor sugara legyen "0
r=0FE = O0D. D
Osszekotjiik az O és B pontokat. Ez a sza-
kasz atmegy a D ponton is. .
1 A

Az AF szakasz mer6Gleges a BA szakaszra
a szimmetria miatt.

Mivel BD = 1, ezért
OB=1+r,

és AE =1, ezért
OA=1-—r.

Irjunk fel OBA haromszogben Pitagorasz-tételt, majd rendezziik!

(I—r)+12=(1+7r)
1—2r+7r*+1=1+2r+r

1=4r
1
r=-
4
A keresett kor sugara:
1
T = Z
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Masodik megoldas
Oldjuk meg inverzioval! | K

Az inverzio alapkore legyen az
adott, A kozéppontu egység suga- 1y 1
ri kor. 1 E 2

A feladat abrajat erre a korre in- ks
vertalva (és az egyes alakzatok
képét vesszdvel jelolve) kapjuk a
mellékelt abrat.

A K| és kKl parhuzamos egyenesek A
tavolsaga 2 - % = 1.

Tehat az invertalt kor atmérGje 1. ky ko

Igy pedig a keresett kor invertalt
képének I’ pontja 2 egység tavol-
sadgra van az inverzioé polusatol, azaz AF' = 2.

A keresett kis kor F' pontja tehat eredeti helyén

1 1
AF=9F =3
tavolségra volt a polustol.
Igy a keresett kis kor atmérgje:
EF’:AE—AF’zl—lz1
2 2

A keresett kor sugara:

=
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7. feladat (10)

Egy egység sugaru félkorcikkbe megrajzolunk egy %
sugaru félkort. Mekkora annak a kornek az r suga-
ra, amelyik érinti mind a két korivet és a félkorcikk
atmérGjét is az abra szerint?

Elsé megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen

r=0T=0D = 0C.

Osszekotjiik az O és B pontokat. Ez a sza-
kasz atmegy a D ponton is.

B

DO [

Osszekotjiik az O és A pontokat is. E szakasz meghosszabbitasa atmegy a C' ponton is.
Az OT sugér pedig merdleges T'B érintére.
Mivel BD = %, ezért

1
OB = —
r+2,
és AC =1, ezért
OA=1-—r.

Vezessiink be még egy valtozot, legyen:
x=TA.
Es irjunk fel most mar két Pitagorasz-tételt: OT A és OT B derékszogt haromszogekben!

?4rt=01-r)
41 2+2 41 2
T+ = rr=|r+=

2 2

2t =1-2r 412 (1)
1 1
a:2+x+;l+r2:r2+r+1 (2)

Felbontva a zardjeleket:

(2)-bél (1)-et kivonva és rendezve:

1 1
$+Z:T+Z_l_1+2r

r=3r—1
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Pitagorasz gotikus ablakai

Ezt visszahelyettesitve (1)-be:

(3r—1)2+7’2:1—2r+r2
92 —6r+14+r2=1-2r+7r?

9 —4r =0
r(9r—4)=0
4
r = 0, o = §
amelyekhez:
1
T = —1; XTo = 3

Mivel r = 0, ezért ez nem lehet a megoldas.
sarkaban).

A keresett kor sugara:

Masodik megoldas

Tiikrozziik az abrat az egységsugaru félkor at-
mérgGjére és hasznaljuk az érintkezé korok tételét
(5.3.2 fejezet, 103. oldal)!

Lathato a négy kor, melyek egymast paronként
érintik. A sugaraik rendre:

Az érintkezd korok tétele szerint:

1+1+1+12
1 % ror

|
[\V)
—
/|\
— =
N———
[N}

A keresett kor sugara:

Az eset elfajuld kor (az abra jobb also

O]
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8. feladat (10)

Egy egység sugara félkorcikkbe megrajzolunk egy
egység sugaru korivet az abra szerint. Mekkora an-
nak a kérnek az r sugara, amelyik érinti mind a két
korivet és a félkorcikk atmérGjét is?

Megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0F =0D = OF.

Osszekotjikk az O és B pontokat. Ez a :
szakasz atmegy az E ponton is. T T A 1 B

Osszekotjiik az O és A pontokat is. E szakasz meghosszabbitasa atmegy a D ponton is.
Az OT sugér pedig merdleges T'B érintére.
Mivel BE = 1, ezért

OB =r+1,
és AD =1, ezért
OA=1-—r.
Vezessiink be még egy valtozot:
x=TA.
Mivel AB = 1, ezért
TB=x+1.

Es irjunk fel most mar két Pitagorasz-tételt: OT A és OF B derékszogt haromszogekben!

{ 2 4rt=01-r)
(

z+ 1)+ =(r+1)°
Felbontva a zardjeleket:

2P =1-—2r+1r? (1)
2w+ 1+ri=r42r+1 (2)

(2)-bél (1)-et kivonva és rendezve:

20+ 1 =4r

T =2r——
2
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Ezt visszahelyettesitve (1)-be:

1\ 2
(27’—5) +r2=1—2r+7r?

1
42 =+ — 412 =1—-2r 412

4
3
4r* = =
T
.
16
V3 V3
e ro — ———
T1 1 2 1
amelyekhez
V3 o1 V3 o1
T =— — = Tg=——— =
2 2 2 2

Mivel ro < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

A keresett kor sugara:
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9. feladat (10-+)

Egy egység sugara félkorcikkbe megrajzolunk egy
egység és egy % sugaru korivet az abra szerint. Mek-
kora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind
a harom korivet?

Els6 megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara le-
gyen

r=0D =O0OF = OF.

Osszekotjiik az O és B pon-
tokat. Ez a szakasz atmegy
az F ponton is.

Osszekotjiikk az O és A pon-
tokat is. E szakasz meg-
hosszabbitasa atmegy a D
ponton is.

Osszekotjiik az O és C pontokat is. E szakasz pedig &tmegy az E ponton is.

Allitsunk merélegest a keresett kor kozéppontjabol a félkor atmérsjére, igy OT merdleges
lesz C B-re.

Mivel BF =1, ezért

OB =r+1,
és AD =1, ezért
OA=1-—r.
Tovabba mivel CE = %, ezért
1
oC = —.
T+ 5

Vezessiink be most célszertien még két valtozot, legyen:
xr=TAé m=O0T.

Igy mivel CA = %, ezért
CT =

N | =
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Irjunk fel most mar ezekkel harom Pitagorasz-tételt: ATO, CTO és OTB derékszogi
haromszogekben!
?+m?=1-r)?

Felbontva a zardjeleket:

2 4+m?=1-2r+r? (1)
1 1
Z—l—x—i—xz—f—m?:rz—l—r—l—z (2)
42+ 14+m*=r+2r+1 (3)

A (2)-bél és (3)-bol rendre kivonva az (1)-t, kapjuk az alabbiakat:

1
Z—az:?)r—g (4)

20 +1=4r (5)

A (4) kétszeresét az (5)-hoz hozzaadva:

3 3
2 10r - 2
5 = 10r =3
3 = 107
3
r = —
10

1
r=—
10
Visszahelyettesitve r és x értékét (1)-be
m? = 2
25
2V/3 2V/3
M= g M=

Mivel my < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

A keresett kor sugara:
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Masodik megoldas
Oldjuk meg inverzioval!

Az inverzio alapkore legyen az
adott, A kozéppontu, egység suga- ,
ri (fel)kor. 0

A feladat abrajat erre a korre in-
vertalva (és az egyes alakzatok
képét vesszdvel jelolve) kapjuk a ks
mellékelt abrat. k1

A keresett kor invertalt képének,
k'-nek atmérdje ky és ki tavolsa-
ga, azaz 1,5 egység.

A keresett kor invertalt képének,
k'-nek F’ pontja tehat 1+ EF’ ta-
volsagra van az inverzid poluséatol, 2
A-tol, azaz: azaz

5
AF'=1+1,5=25=_.

Igy a keresett k kor F' pontjanak
tavolsdga az eredeti helyén a po-
lustol:

Igy a keresett k kor atmeérdje:

EF—AE— AP —1-2-72,
5 5

A keresett kor sugara:
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10. feladat (10)

Egy egység sugaru félkorbe megrajzolunk harom azo-
nos sugari, egymast és a félkort illetve atmérgjét is
érint6 koroket az &bra szerint. Mekkora a korok r
sugara?’

Megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen:

o) O o)
— 0yD = 0,B = O0,C. o LT DT 2

Osszekotjik az Oy és Oy pontokat.
Ez a szakasz atmegy a D ponton A oy B
is.

Osszekotjiik az A és O, pontokat is. E szakasz meghosszabbitasa atmegy a C' ponton is.

Mivel AC' =1, ezért
AOQ =1-r
O1A és O3B mer6leges AB érintére és mindkettd r hosszusagu, vagyis ABO,O; négyszog

téglalap. Ebbdl kovetkezGen:
AB = 0,05 = 2r.

Irjuk fel Pitagorasz tételét az ABO, haromszogben és rendezziik!

(2r)2+r2 = (1—7“)2
512 =1—2r + 12
0=—4"—2r+1

_ —1+5 ~1-+/5

o =

" 4 A

Mivel 75 < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

A keresett korok sugara:

—1++5
J
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11. feladat (11+)

Egy egység sugari félkorbe megrajzolunk n darab
(n € N > 3) azonos sugari, egymast és a félkort illet-
ve atmérgjét is érinté koroket az abra szerint. Mek-
kora a korok r sugara? Mekkora a kordk teriiletének
és keriiletének oOsszege? Mekkora lesz a keriiletek és
teriiletek Osszegének hatéarértéke, ha n — oo? 1

Megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara le-

gyen:
r = OlC = OlE
D O,_\¢
Hazzunk pérhuzamost O, [ )= < =
ponton keresztiil a félkor at- " A"
mérGjével. A E B

O1F érint6 merdleges a félkor atméréjére. Allitsunk merélegest A pontban is az atmérére!
Osszekotjiik az A és Oy pontokat is. E szakasz meghosszabbitasa atmegy a C' ponton is.

Mivel AC' = 1, ezért

AOI =1—-r
A DOy tavolsagra
DOy =nr—r,
és
AD = OlE =T.

Irjuk fel Pitagorasz tételét az ADO; derékszogd haromszogben és rendezziik!

(nr—r)2+7"2:(1—7")2 (n>3)

(n—=1)r+r2=(1—-r)

(n—127=2n? +r*+r>=1-2r + 72
(n—127r"+2r—1=0

_ 1+ /-1 + 1 —1—y/(n—=1)2+1

o =

(n—1) ’ (n—1)2

1

Mivel 75 < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

“l+y/ 12+ 1

(n—1)2

A keresett korok sugara:

r =
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A keresett korok keriileteinek Osszege:

—1++/(n—1)2+1
Kn:ZK:TL-QTW:n-Qﬂ'- +vi(n )+ =

(n— 1)
—n+ny/(n—1)2+1 —n+nyvn? —2n+2
=27 - =27 -
(n—1)2 n?—2n+1

A keresett korok teriileteinek Osszege pedig:

Tn:ZT=n~r27r:n~7r- <_1+ Y (n—1)2+1)2:

(n—1)?
B (n—102°4+2-2y/(n—-12+1
=n-m- (n_1)4 =

n® —2n%2+3n —2nvn2 — 2n + 2

nt—4An3 +6n2 —4n +1

=T

Nézziik most, hogy mi torténik n — oo esetén! Kezdjik K, értékével:

lim K. — lim 2 —n+n n2—2n—|—2_1. ) W/+T+2
M S M T T AR T
—l—|— 1_2+l
- n n —0++v/1T-0+0
= lim 27 - — — 9. o
e -+ 1—0+0
lim K, =27

n—oo

Azt az érdekes dolgot kaptuk, hogy a keresett korok keriiletének osszegének a hatarértéke
megegyezik az eredeti kor kertiletével.

Folytassuk T,, értékével!

hm T — 1 n3—2n2+3n—2n\/n2—2n+2_ I n3_2n2+3n:§n n-—2ntd B
nggo "_nggoﬂ nt—4n3 4+6n2 —4n+1 —nE{}oW n474n3+nﬁ471274n+1 -
1 2 3 1 2 2
. wT et a s 0-0+0-2/0—0+0 .
= l1im 7 - — . —
n—>00 1-24+ 5S4+ L 1-0+0-0+0
lim 7, =0

n—oo
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12. feladat (10)

Egy egység sugaru negyedkorcikkbe megrajzolunk egy % sugaru fél-
kort. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind a
negyedkorcikket és a félkorivet is az abra szerint?

Elsé megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0C=0D = OE.

OF sugar merdleges AG érintére.

Osszekotjiik az B és O pontokat. Ez a szakasz
atmegy a C' ponton is.

Osszekotjiik az A és O pontokat is. E szakasz
meghosszabbitasa atmegy a D ponton is.

Mivel AD =1, ezért

AO=1—r,

és BC = %, ezért

1
BO = —.
r+2

Allitsunk merélegest a keresett kér O kézéppontjabol a félkor AH atmérdjére, igy OT
merdleges lesz AH-ra. Vezessiink be 4j valtozot, legyen

m = OT.
Az ATOF négyszogben harom belsé szog derékszog, ezért a négyszog téglalap. Igy
AT =r.

Tovabba mivel AB = <. ezért

1
2 )
TB=—-—r.
2
Irjunk akkor fol egy-egy Pitagorasz-tételt ATO és BT O derékszogt haromszogekben!

r24+m?=(1-r)
1 2 1\?
(5—7*) +m2:<r—|—§)
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Felbontva a zardjeleket:

rP4m?=1-2r+1r° (1)
1 1
Z—T—I—TQ%—mQ:7’2+7’—i—é—l (2)
A (2)-bdl kivonva az (1)-t és atrendezve kapjuk:
1 3
Z_l —r = 37" — Z
1=4r
1
r=-
4

, 3\ /1) 1
m- = — — — —_ —
4 4 2
V2 V2
my = ——; my = ———
1 92 ) 2 2
Mivel my < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.
A keresett kor sugara:
1
T = Z
Masodik megoldas
Oldjuk meg inverzioval! F'

Az inverzi6 alapkore legyen az adott, A kbzéppontu egység sugart
negyedkor korive. A feladat abrajat erre a korre invertalva (és az
egyes alakzatok képét vesszdvel jelolve) kapjuk a mellékelt abrat.

A keresett kor invertalt képének atmérdje 1.

Igy pedig a keresett kor invertalt képének F’ pontja
1+ 1 =2 egység tavolsagra van az inverzié polusatol, azaz

AF' = 2.

A keresett kis kor F' pontja tehat eredeti helyén

1

1
AF = = -
AF" 2

tavolségra volt a polustol.

Igy a keresett kis kor atmérdie:

EF:AE—AF:1—%:1

?

A keresett kor sugara:

A~ =
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13. feladat (10)

Egy egység sugari negyedkorcikkbe megrajzolunk egy 1 sugart kor-
ivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind a
negyedkorcikket és a korivet is az abra szerint?

Els6 megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen

OF sugéar mer6leges AC' érintére.

Osszekotjiik a B és O pontokat. Ez a szakasz
atmegy az F' ponton is.

Osszekotjik az A és O pontokat is. E szakasz
meghosszabbitasa atmegy a D ponton is.

Mivel AD =1, ezért

AO =1-—r, l1—r

és BF =1, ezért
BO =r+1.

Allitsunk merélegest a keresett kor O kozéppontjabol a felkor AB atmérsjére, igy OT
merdleges lesz AB-re. Vezessiink be 14j valtozot, legyen

m = OT.
Az ATOF négyszogben harom belsé szog derékszog, ezért a négyszog téglalap. Igy:
AT =r.

Tovabba mivel AB = 1, ezért
TB=1-—r.

Irjunk akkor fol egy-egy Pitagorasz-tételt ATO és BTO derékszogt haromszogekben!

24+ m?=(1—-r)
(1—r)?+m?=(r+1)°
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Felbontva a zardjeleket:

r?+m?=1-2r+7? (1)
I—2r+r?4+m?=r>42r +1 (2)

A (2)-bél kivonva az (1)-t és rendezve, kapjuk

1—2r=4r
1==06r
1
r=-
6
Visszahelyettesitve r értékét (1)-be:
1 2
m=1-2.-=:
6 3
2 V6 2 V6
3 3 3 3

Mivel mgy < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

A keresett kor sugara:

1
5

T =

Masodik megoldas

Oldjuk meg inverzi6val! Jo

D g
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Az inverzi6 alapkore legyen az adott, A kozéppontiu egység sugart (negyed)kor. A feladat
abrajat erre a korre invertalva (és az egyes alakzatok képét vesszovel jelolve) kapjuk a
mellékelt abrat.

A keresett kor inverz képének dtmérgje 0, 5.

Igy pedig a keresett kor invertalt képének F’ pontja 1+ 0,5 = 1,5 egység tavolsagra van
az inverzid polusatol, azaz

3
AF' =1,5= .
’ 2
A keresett kis kor F' pontja tehat eredeti helyén
1 2
AF = ==
AF" 3
tavolségra volt a polustol.
Igy a keresett kis kor atmérdje:
2 1
EF=AF-AF=1—-=—-
3 3

A keresett kor sugara:

| =
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14. feladat (10+)

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk két r sugara kort az
abra szerint gy, hogy érintik egymaést és a negyedkort is. Mekkora
e korok r sugara?

Els6 megoldas
Hasznaljuk az ébra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen: r O,

r:OlA:OlE:OQE:OgB. r

Osszekotjiik az Oy és O, pontokat. E szakaszon raj- r D
ta van az F pont is. 0, T

Az O1A és OB sugarak pedig rendre merdélegesek C
OA és OB érint6kre. r

Huzzunk parhuzamost O; és Oy kozéppontokon ke- .
resztiil a negyedkor sugaraival! @) rev2 B

01C O, haromszog derékszogt, egyenls szara és 0105 = 2r, innen

0,0,
COy = =7r-V2.
2 NG reV2

Mivel OD =1, ezért
OOQ =1- r,

és mivel C'Oy parhuzamos OB és AQO; szakaszokkal, ezért

OB =1 +1rv2.

Az OBO, haromszogben Pitagorasz tételét felirva és megoldva:
(T+T\/§>2+T2: (1—7")2: 1—2r +7?
(3+2v2)r*+2r~1=0
B —2i\/4+4(3+2\/§) 1 VA 2V2

T T2V 34242

144202 14422
’r‘ = ’r‘ =
! 3122 2 3122

Mivel ry < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

A keresett kor sugara:

144 +2V2
T = .
34+ 2v/2
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Masodik megoldas
Hasznaljuk az &bra jeloléseit!

Meghuzzuk a derékszog szogfelezéjét. A szimmetria miatt mind a
két kor egy 45°-os korcikkbe van irva.

Az els6 megoldas alapjan:

d=1r+1rV2 0 d A
Alkalmazzuk a korcikkbe irt kor (5.3.5 fejezet, 107. oldal) Gsszefiiggést:

d>=1—2r illetve d=1r +1rV2
2
(r—l—rﬂ) =1-2r

(3+2\/§>r2+2r—120

B —Zi\/4+4(3+2\/§) 1 V4A+2V2

r = =
H 2 (3+2v2) 3+2v2
14+ V4 +2V2 1 —\4+2V2
7”' e 7’ e
! 3122 ? 34 2,2

Mivel r9 < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

A keresett kor sugara:

14+ V4 +2V2
r= )
3422

Harmadik megoldas

Hasznaljuk a korcikk és érinté kore (5.3.4 fejezet, 106. oldal) Osszefliggést w = 45° szogre,

2—v2
5 -

illetve, hogy sin 22, 5° =

sin & §in 22, 5° 22 22

r = - w: - o_ =
I+sin% 1+s8in225 1+\/22—\/§ 242 -2

A keresett sugér tehét:
2 -2
r=———.
242 -2

Megjegyzés
A megoldasok soran keresett sugarra kétfélének latszo értéket kaptunk:

—1+Va+2v2 2 -2
T = €S T =
34+2V2 24++/2—-12
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A kovetkez&ekben megmutatjuk, hogy a fenti két érték egyenls.

V2-v2 o V2-v2 2-v2-V2 V22 (2-V2)
24vV2-v2 2+4v2-V2 2-vV2—v2 2+2
_2V2-V2-(2-V2) 24V2
24++2 2++/2
_2V2VA(24V3) - (2-D) (24 VD)
) (2+v2)’
V2 V22 V2V2 V2 - (4 2)
6+ 4v/2

Covaravaoo —1+2(VA+2V2)  iiason
6+ 4v2 23+ 2v2) 3+2v2

vagyis:

2-v2  —14+V4+2V2
24v2-v2  3+2V2

Es ezt akartuk bizonyitani.

Még egy megjegyzés

Az aldbbiakban megmutatjuk ugyanezt a jobb oldalrél kezdve (mas, nehezebb lépéseket
végrehajtva, de rovidebb uton megoldva). Kozben felhasznaljuk, hogy:

2—\/§:<2—x/§> 24V2_ 2

24v2 2442
1Vt 2v2 Sl y2(24V2) —144/2(2+V2) -
3422 2(2+v2) -1 <,/2(2+\/§)—1)( 2(2+\/§)+1>

- L _ L V2-v2
V2RV +1 (2024 V2)+1 V212
_ V2= V2 _ 2-v2
V2EHVIV2Z-VEZHV2— V2 V24 =2+ V22
_ Vee
2422

megkaptuk tehat innen is:

“1+VA+2v2 V22
3+2v2  242-2
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15. feladat (10)

Egy egység sugarta negyedkorcikkbe megrajzolunk két % sugara fél-
korivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind
a negyedkort és a két félkort az abra szerint?

Megoldas
Hasznaljuk az ébra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0D = OF. T

Mivel negyedkorcikk és a két berajzolt r
félkor is szimmetrikus a korcikk kozép- I3
ponti szogének szogfelezGjére, ezért a
szogfelez6 a keresett kis kornek szim- <
metriatengelye, vagyis az A pontot és N
O pontot Osszekots szakasz a szogfele-
76. E szakasz meghosszabbitasa atmegy
D ponton is.

N[

Osszekotjiikk az O és B pontokat. Ez a A
szakasz atmegy az F ponton is.

Mivel AD = 1, ezért

N | #—=

AO=1—r,
és BE = %, ezeért
1

BO = —.
7°+2

Allitsunk merélegest a keresett kor O kozéppontjabol a félkor AH atmérdjére, igy OT
merdleges lesz AH-ra. Vezessiink be 4j valtozot, legyen

m = OT.

Mivel AO szogfelezs, ezért ATO haromszog egyenld szaru derékszogi haromszog, tehat

AT = OT =m.
Tovabbé mivel AB = %, ezért
1
BT —m—=.
T

Irjunk akkor fol egy-egy Pitagorasz-tételt ATO és BTO derékszogi haromszogekben!

m?4+m?=(1-r)°

1\? 1\2
(m—§) +m2:<r+§>
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Felbontva a zardjeleket:

2m?* =1—2r +1r° (1)
1 1
m2—m+1+m2:r2+r+z (2)

A (2)-bdl kivonva az (1)-t, és rendezve:

1 3
—m—i—Z—Sr—é—l
1-3r=m (3)

Ekkor (3)-at visszahelyettesitve (1)-be:

2(1—=3r)=1—2r +12
2 —12r +18r* =1 —2r + 12
1772 —10r+1=0

5—2v2 . 5+ 2v/2

& 17 17

és (3)-bal

5—2v2 2+46v2 . 35+2¢§ 2~ 62
= ’ mo=1—=9" =

—1-3.
m 17 17 17 17

Mivel my < 0, ezért ez nem lehet a megoldas. (Ebben az esetben a kor a félkorivek és
negyedkorivek meghosszabbitésat érintené az dbran kiviil.)

A keresett kor sugara:

522
1T

r

2. Megoldas

Oldjuk meg inverziéval!

Az inverzi6é alapkore legyen az adott, A
kozépponti egység sugari negyedkor.

A feladat abrajat erre a korre invertalva
(és az egyes alakzatok képét vesszdvel
jelolve) kapjuk a mellékelt abréat.

Legyen az invertalt kor sugara r’.

Az eredeti kor egyik atmérGje FE, az
invertalt koré pedig F'E.
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Hasznaljuk, hogy:
AB=AE+ EO' 4+ OB

Mivel
AE=1,E0 =+ é¢s OB =1 -2

ezért
V2=1+7+7-2
V2-1=+ (14 V2)
2.1 V2-1 v2-1
7‘/:\/_ :\/_ -\/_ =3-2V2
V241 V241 V21

A keresett kor invertalt képének, &’-nek F’ pontja tehat 1+ 21’ tavolsdgra van az inverzio
polusatol, A-tol, azaz:

AF =1+27 =1+2(3-2v2) =T-4V2
Igy a keresett k kor F pontjanak tavolsaga az eredeti helyén a polustol:

1 1 1 T+4V2  T+4V2

AF' 742 T—4V2 TH 42 17

Igy a keresett kis kor atmérdje:

Ele_AF:1_7+4\/§:10—4\/522(5—2\/5)'

17 17 17
A keresett kor sugara:
_EF  5-2V2
R T

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) - 43 /112 -



Magyar Eszter, Szoldatics Jozsef: Pitagorasz gotikus ablakai

16. feladat (10)

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk két % sugaru félkor-
ivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti a negyed-

korcikk sugarat és a két félkort is az dbra szerint?

Megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0F =0F = OT.

Osszekotjiik az O és C pontokat. Ez
a szakasz atmegy az E ponton is.

Osszekotjiik az B és O pontokat is. E
szakasz meghosszabbitasa atmegy az
F ponton is.

Az OT sugar mer6leges AH érintére.

Mivel BF' = %, ezért

BO = - —m,

és mivel CE = %, ezért

1

Allitsunk merdlegest a keresett kor O kozéppontjabol a negyedkor AG sugarara, igy OR

merdleges lesz AC-re.

Az ATOR négyszogben harom bels§ szog derékszog, vagyis a négyszog téglalap. Tehét

AR=0T =r.
Vezessiink be 1j valtozot, legyen
xr = BT.
Ekkor mivel AB = %, ezért
1

AT = RO =2+ —.

2
Tovabbéa mivel CA = % és RA =0T =r, ezért
1

CRzi—T
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Irjunk akkor fol egy-egy Pitagorasz-tételt BTO és CRO derékszogt haromszogekben!

Felbontva a zarojeleket:

1
x2+r2zz—r+7’2 (1)
1 1 1
x2+x+1+1—r+r2:r2+r—l—z (2)
A (2)-bél kivonva az (1)-t és rendezve, kapjuk:
1
ht =9
5 +z—r T
1
—3r—- (3
z=3r -3 (3)

Visszahelyettesitve (3)-t (1)-be:

1\? 1
(37“——) 4= —r 4

2 4
1 1
97"2—37“—|—Z+7"2:Z—7"+r2
9r® —2r =0
r-(9r—2)=0
2
7’1—§; ry =0
(3)-bol
3 2 1 1 5.0 1 1
= _— = = = T = —_— = — —
Ty T T 2 2~ 2

Mivel ro = 0, ezért ez nem lehet a megoldas. A megoldas elfajulé kor az abra bal also
sarkaban.

A keresett kor sugara:

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) —45 /112 -



Magyar Eszter, Szoldatics Jozsef: Pitagorasz gotikus ablakai

17. feladat (10+)
1

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk két 5 sugara fél-

korivet. Mekkora annak a kornek a maximalis r sugara, amelyik
beliilrdl érinti a két félkort az abra szerint?

(Az aldbbi animdlt kép jol szemlélteti a feladatot.)

Megoldas

Hasznaljuk az abra jeldléseit!nl )
Rajzoljunk be egy olyan kort,
ami mindkét félkorivet beliilrél
érinti, legyen ennek kozéppont- E

ja O pont. r O

Mivel a negyedkorcikk és a két R .
berajzolt koriv is szimmetrikus m 2 T

a korcikk kozépponti szogének
szogfelezGjére, ezért a szogfele-
z6 a kis kornek is szimmetria-
tengelye, vagyis az A pontot és
O pontot 06sszekots szakasz a 3 —m

szogfelezs. (Es hasonlo okokbol ezen van rajta a két félkériv metszéspontja is, C.)

Az ismeretlen kor sugara legyen:
r=0F

Osszekotjiik B és O pontokat. E szakasz meghosszabbitasan rajta van £ pont.

Allitsunk merélegest a kis kor kozéppontjabol a félkorcikk atmérsjére, igy OT merdleges
lesz AB-re.

Vezessiink be még egy valtozot, legyen:
m = OT.

Mivel AO szogfelezs, ezért
AT =0T =m.

Tekintettel arra, hogy O pont az AC' szakasz pontja, ezért

1
O<m< —.
m=5y
Es mivel EB = AB = %, ezért
1
OB = - —
5 r
illetve .
TB =—-—m.
2

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) —-46 / 112 -


https://www.dropbox.com/s/ixv7sjz82ll6o3t/17_animalt.gif

Magyar Eszter, Szoldatics Jozsef: Pitagorasz gotikus ablakai

Irjunk hat £6] egy Pitagorasz-tételt OT B derékszogii haromszégben és rendezziik!

(G- () o

ahonnan:

Ez a kifejezés akkor lesz maximalis, ha a négyzetgyokjeles kifejezés, és igy a gyokjel alatti

kifejezés is miniméalis. Mivel

1 2
_— = >

ezért a négyzetgyokjel alatt allo masodfoku kifejezésre teljesiil, hogy:

1\? 1 11
2 _ _>2. —_ = —
(m 4> +8_ O+8 3
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18. feladat (10+)

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk egy 1 és egy % sugari
korivet. Mekkora annak a kérnek az r sugara, amelyik érinti mind
a negyedkort és a két korivet az dbra szerint?

Megoldas

Hasznaljuk az &bra jeloléseit!

C

A B x T H

1
2
Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0D =O0OF = OF.

Osszekotjiik az O és B pontokat. Ez a szakasz d&tmegy az F ponton is.
Osszekotjiik az O és C pontokat. Ez a szakasz atmegy az F ponton is.
Osszekotjiik az O és A pontokat is. E szakasz meghosszabbitasa atmegy a D ponton is.

Mivel CE =1, ezért
oC =r+1,

és AD =1, ezért
OA=1-—r.
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Tovabba mivel BF = %, ezért

1
OB = —.
7°+2

Allitsunk merdlegest a keresett kor kozéppontjabol a negyedkorcikk sugaraira, igy OT
merdleges lesz AH-ra, illetve OR pedig AC-re.

Az ATOR négyszogben harom belsd szog derékszog, ezért a négyszog téglalap.
Vezessiink be most célszertien még két valtozot:
x=BT ¢é m=O0T.
Igy )
RO:AT:$+§ és CR=1—-RA=1-0T=1-m.

Irjunk fel most mar ezekkel harom Pitagorasz-tételt: BTO, ATO és CRO derékszogi

haromszogekben!
( 1 2
2 +m? = (7’—|—§>

<x+%>2+m2=(l—r)2

\(x+%)2+(1—m)2:(7“+1)2

Felbontva a zarojeleket:

( 1
x2+m2:r2+r+1 (1)
1
. x2+m+1+m2:1—2r+7’2 (2)
2 1 2 _ 2
x+x+1+1—2m+m =r°+2r+1 (3)
A (2)-bdl kivonva az (1)-et, aztan atrendezve kapjuk az alabbiakat:
1 3
—=2_3
T+ 11 r
S-s @
r=——23r
2

A (3)-bél kivonva a (2)-t, aztan atrendezve kapjuk:
1—2m =4r

1
m:§—2r (5)

a (4) és (5) kifejezéseket visszahelyettesitve (1)-be:

L 2+ L L\ L 2]
5 T 5 r| =r r 1
1 1 1
1—3T+97’2+Z—2r+4r2:r2+r+1

1
127 —6r — =~ =0
r T 4
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_3-V6 ~ 3+6
T Ty 27Ty
(5)-bél
m 1_2 3_\/6_@-
179 12 6’
1 3+6 V6
mg———2 = ——
2 12 6
(4)-bél
1 3—v6 —1++6
T =5—3" = )
9 12 4
Lol 34v6 —1-V6
27 9 12 4

Mivel msy < 0 és x5 < 0, ezért ez nem lehet a megoldas. (Ebben az esetben a kor a korivek
és negyedkoriv meghosszabbitasat érintené az abran kiviil.)

A keresett kor sugara:

3-V6

r = 12 .
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19. feladat (10)

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk egy 1 és egy % sugari
korivet. Mekkora annak a kérnek az r sugara, amelyik érinti a
koriveket és a negyedkorcikk sugarat az abra szerint?

Megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0FE=0F = 0OT.
Osszekotjiik az O és C' pontokat. Ez
a szakasz atmegy az F' ponton is. 1—r

Osszekotjiik az B és O pontokat is. B
szakasz meghosszabbitasa dtmegy az
E ponton is.

Az OT sugar mer6leges AD érintére.

Mivel BE = %, ezért R
. r
BO = 5 -, A
és CF =1, ezért
CO=r+1.

Allitsunk merslegest a keresett kor O kozéppontjabol a negyedkorcikk AC sugarara, igy
OR merd6leges lesz AC-re.

Az ATOR négyszogben harom bels§ szog derékszog, vagyis a négyszog téglalap. Tehét
AR=0T =r.
Vezessiink be 1j valtozot, legyen
x = BT.
Ekkor mivel AB = %, ezért,

1
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Irjunk akkor fol egy-egy Pitagorasz-tételt BTO és CRO derékszogt haromszogekben!

1 2
2 2 _ (2 _
x+r—(2 r)

(x+%)2+(1—r)2:(7‘+1)2

Felbontva a zarojeleket:

1
1:24—7’2:1—7’4—7"2 (1)
1
x2+x+1—|—1—2r—|—r2:r2—|—2r+1 (2)

A (2)-bdl kivonva az (1)-t, kapjuk

5 3
Z+x—2r:Z+3r
1
=5r—— 3
x r=3 (3)

Visszahelyettesitve (3)-t (1)-be:

1\° 1
(57“——) +ri=2 —r4r?

2 4
B2 —Br St = L gy
4 4
25r% —4r =0
r-(25r—4)=0
4
Tl:%; ro =0
(3)-bol
4 1 3 1 1
= 2% 2 10 = 2= 79

Mivel ro = 0, ezért ez nem lehet a megoldas. (A megoldas elfajulo kor az abra bal alsd
sarkaban.)

A keresett kor sugara:
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20. feladat (11+)

Egy egység sugart negyedkorbe megrajzolunk egy 1 és egy % suga-
ra korivet. Mekkora annak a kornek a maximalis sugara, amelyik
beliilr6l érinti a két korivet az abra szerint?

(Az aldbbi animdlt kép jol szemlélteti a feladatot.)

Megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Hatarozzuk meg els6ként D pontnak, a két
koriv metszéspontjanak tavolsagat a ne-
gyedkorcikk sugaraitol!

Kossiik 6ssze D pontot B-vel és C-vel.

Allitsunk merdlegest D-bsl a negyedkor-
cikk sugaraira, igy O H merdéleges lesz AB-
re és DG pedig AC-re.

Vezessiink be két valtozot az ismeretlen téa-
volsagokra, legyen:

n=DH és k= BH.

A keletkezett AH DG négyszog harom szoge derékszog, vagyis téglalap.
Es mivel BD = % és CD =1, ezért

C’Gzl—GAzl—DHzl—nésGD:AH:%—i—kz.

Irjunk fol két Pitagorasz tételt DHB és CGD derékszogii haromszogekben!

1 2
k2 2: -
+n (2>

<k+%)2+(1—n)2:12

Felbontva a zardjelet

1
k'2 2 _ — 1
1 +n 1 (1)
k2+k‘-|-1+1—2n—|—n2:1 (2)
A (2)-bél kivonva (1)-et és rendezve:
5 3
kv _op="2
1T
1
k=2n— -
NG
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(3)-at visszahelyettesitve (1)-be:

) 12+2 1
n—— n®=-
2 4
1 1
4n? —2n+ = 4+ n? ==
n n+4—|—n 1
i —2n=20
n-(bn—2)=0
2
nl—g; ny =10
(3)-bol
2 1 3 1 1
=22 - ="y  k=2.0—-=—=
! 5 2 10 2 2 2

Mivel ng és ko a két koriv masik metszéspontjat hatarozza meg, ezért D tavolsidga a a
negyedkorcikk sugaraitol:

Rajzoljunk akkor tehat be egy olyan kort, ami mindkét korivet beliilrél érinti, legyen en-
nek kézéppontja O pont.

Az ismeretlen kor sugara legyen: C
r=0FE = OF.

Osszekotjiik B és O pontokat. E szakasz meg-

hosszabbitasédn rajta van E pont. 1—m

Osszekotjiik C' és O pontokat is, e szakasz
meghosszabbitasan pedig rajta van F' pont.

Allitsunk merélegest a keresett kor kozép-
pontjabol a negyedkorcikk sugaraira, igy OT
merdleges lesz AB-re, és OR pedig AC-re.

Vezessiink be még két valtozot, legyen: A

m = OT és x = AT.

Ekkor ATOR négyszoghen héarom belsd szog derékszog, vagyis a négyszog téglalap. Tehat
AR = OT = m, illetve RO = AT = x.

Mivel O pont a két koriv kozott van, ezért tavolsaga a negyedkorcikk sugaraitol legfeljebb
D pont tavolsaga, azaz

2
Ogmggés()g:cg

(SRR
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Es mivel EB = AB = %, ezért
1

OB = 5 —-Tr
illetve 1
Tovabba mivel C'F = 1, ezért

CO=1-r.

Irjunk fol két Pitagorasz-tételt OT B és C RO derékszogt haromszogekben!

Felbontva a zéarojeleket:

1 1
Z—x+m2+m2zz—r+r2 (1)
2+ 1-2m+m?=1-2r+1? (2)

Az (1)-bél kivonva (2)-t és atrendezve:

S evoam=-2y
4xm—47’

r=2m—r (3)
(3)-at visszahelyettesitve (2)-be és atrendezve:
2m—7r)°+1—2m+m?=1—2r+r?
4m? —dmr +r* +1-2m+m?> =1 - 2r 4+ 1?
5m? — 2m = dmr — 2r

5m* —2m =r - (4m — 2)

mivel 0 < m < %, ezért 4m — 2 # 0, tehat

5m?2 — 2m
4dm — 2

Keressiik meg, mikor lesz r értéke maximalis m-t6l fliggGen!

A megoldas befejezése derivalassal:

Tekintstik r(m) = 5’2;—__22’” fiiggvényt, ahol m € [0; %}

r/(m): (10m_2)(4m—2)—(5m2—2m)4:

(4m — 2)?
B 40m? — 20m — 8m + 4 — 20m? + 8m B 20m? — 20m + 4
(4m —2) (4m — 2)
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Keressiik meg, mikor pozitiv a derivalt!
20m? — 20m + 4 B
(4m —2)>
20m* —20m +4 =0

Készitstiink elGjeltablazatot a derivaltfiiggvényhez!

\ 10 10

0 5_15/5 % m 20m? — 20m + 4
% 1 | >
‘ 2
r'(m) + 0 — 9 5 | m
éLLX 5—5 5+v5

Tehat az r(m) fliggvénynek maximuma van

55
10

Ekkor visszahelyettesitve m értékét r(m) = m—’f;" fiiggvénybe:

esetén.

m

v5\’ V5
5. <H> —2.52¥5 95 10v545  5—v5  30—10v/5—20+4V5
10 10 —
- _ 20 5 _ 20 _
4. 5-v5 9 10—2v/5—-10 _2v5
10 5

106\/5.(i>53x/553\/5
20 W5/, 45 4

Tehat a maximalis befrhaté kor sugara:

A megoldas befejezése elemi tton:

Alakitsuk at a kapott 511;—__2? kifejezést, az egyszertiség kedvéért vezessiink be 1j valtozot,
legyen

1 1
=——m azaz M= — —
Yy 9 5 Yy
. 2 g 1 1
Mlvelogmgg,ezertl—ogygi.
Ekkor
5m? — 2m 5(%—y)2—2(%—) 2By +5y*—1+2y
r= = = =
4m — 2 4-(2—y) -2 2 — 4y —2
5y% — 3y + 1 5 3 1 3 [5 1
—4y 4 4 16y 4 4 16y
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Az r értéke ugy lesz maximalis, ha a zardjelen beliili érték minimélis
Hasznéljuk a szamtani és mértani kozép kozti Osszefiiggést az 4y és az —— poz1t1v tagokra.

S

Tehat 2 Y+ 160 mlnlmahs értéke f , ¢s az egyenldség akkor teljesiil, ha a két tag egyenls:

5 1
47~ 16y
2—i és mivel y > 0
Yy =90 )
1 V5
20 10
Ekkor viszont:
1 V5 5—-45 2
m=—-——= € |0;=
2 10 10 5

Es a maximalis sugat megkapjuk a zardjeles kifejezés minimumeértékével:

3 V5 3-16

4 4 4
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21. feladat (10+)

Egy egység sugaru negyedkorbe megrajzolunk két R sugart, egy-
mést érinté korivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik
érinti mind a negyedkort és a két korivet az abra szerint?

Megoldas

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

[
T
o B
e LTIN LT
2 &
NG
2
<
/
N
[ )
A m T 1—m H

A nagyobb kérivek sugarat (R) mar korabban, a 4. feladat megoldasédban (16. oldal)
megkaptuk:

R=—.
2
Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0B =O0OE.

Mivel a negyedkorcikk és a két berajzolt koriv is szimmetrikus a koércikk kézépponti szogé-
nek szogfelezGjére, ezért a szogfelezs a keresett kis kornek is szimmetriatengelye, vagyis az

A pontot és O pontot 6sszekots szakasz a szogfelezs. E szakasz meghosszabbitésa dtmegy
a B ponton is.

Osszekotjiik az O és H pontokat. Ez a szakasz atmegy az E ponton is.
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Mivel AB =1, ezért

AO=1-—r,

és FH = ‘/75, ezért
2
OH:erg.

Allitsunk merdlegest a keresett kor kozéppontjabol a negyedkorcikk sugarara, igy OT
merdleges lesz AH-ra. Vezessiink be egy 1j valtozot, legyen:

m = OT.
Mivel AO szogfelezs, ezért AT O haromszog egyenls szaru derékszogi haromszog, tehat
AT =0T =m.
Ekkor viszont, mivel AH = 1, ezért
TH=1—-—m.
Irjunk 5] egy-egy Pitagorasz-tételt ATO és HTO derékszogl haromszogekben!

m2+m?=(1-r)

(1—m)®+m?= (T—i-g)

Felbontva a zardjeleket:
2m? =1—2r +r? (1)

1
1—2m+m2+m2:r2+\/§~r—|—§ (2)

A (2)-bdl kivonva az (1)-et, aztan atrendezve kapjuk az alabbiakat:

1
1—2m:(\/§+2)r—§

:ﬂ.r+§ (3)

mn 2 4

a (3) kifejezést visszahelyettesitve (1)-be:

2
2 +4v/2+4 -3v/2—-6 9
2-<#-T2+\/_T-T+E>:1—2r+r2
4/2 —6 —3v2
u.r2+6—3\/_.r+9:1_2r+7*2
2 2 8
4 4 44/2 —2 —3v2 1
2 2 8
(16+16\/§>r2+<—8—12\/§>r+1=0
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84+ 12v2+ /(-8 - 12v2)" —4- (16+16v2) -1

e 32 + 32/2
84+ 12v2 4+ /64 + 192v/2 + 288 — 64 — 64v/2
a 32 + 32v/2 B
_ 8+12v2+1/2884128v2
a 32+ 32V/2 B
8+ 1224/ (16+4v2)"  8412v2+ (16 + 41/2)
N 32 1 32/2 N 32 + 32/2

Amibél

8+ 12v2+ (16 +4v2)  244+16v2  3+2V2

1

32 + 32v/2 324322 4+44V2
C342v2 4-4V2  12-12V248V2-8-2 —4-4V2 1+V2
44 4V2 4—4V2 16 — 16 - 2 —16 4
8+12v2— (164+4v2)  —8+8V2 —1++2
To = = = =
’ 32 + 32¢/2 32+32v2  4+4V2
-1+ V2 4-4V2 4+ AV2+ 42402 —1248V2 3-2V2
44+4v2 4—42 16 —16-2 —16 4
Tehat:
142, _3-2V2
= 1 Ty = 1
(3)-bol
—V2-2 1+v2 3 2-3V2
my = : + o=
2 4 4 8
—V2-2 3-2V2 3 442
m2: . —|——:
2 4 4 8

Mivel m; < 0, ezért ez nem lehet a megoldas. (Ebben az esetben a kor a korivek és illetve
a negyedkoriv meghosszabbitasat érintené az abréan kiviil.)

A keresett kor sugara:

3-2V2
=

r
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22. feladat (10+)

Egy egység sugaru negyedkorbe megrajzolunk két R sugari, egy-
mést érinté korivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik
érinti mind a negyedkorcikk sugarait és a két korivet is az abra
szerint?

Megoldas

Nézziik a feladat szempontjabol fontos részt kiemeltiik. Hasznéljuk az édbra jeloléseit!

A r T 1—7r H

A nagyobb kérivek sugarat (R) mar korabban, a 4. feladat megoldasaban (16. oldal)
megkaptuk:
V2

Vezessiink be valtozot az ismeretlen kor sugarara, legyen:
r=0F =0T =OR.

Osszekotjiik az O és H pontokat. Ez a szakasz atmegy az E ponton is.

Az OR sugar meréleges AR érintére, OT sugar pedig AH érintére. Az ATOR négyszog-
ben harom bels6 szog derékszog, és két szomszédos oldala OR = OT' sugar hosszisagu,
vagyis a négyszog négyzet.

Emiatt AT = r és mivel AH = 1, ezért
TH=1-r.

Mivel HE = \/75, ezért

2
OH:T-F%.
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Irjunk 5l egy Pitagorasz-tételt HTO derékszogi haromszogben és rendezziik!

(1—7")2—|—7"2: <7“+\/7§>

1
1—2r+7‘2+r2:7“2+\/§-7“—1——

2
1
r2+(—2—\/§)r+§:0

2+\/§i\/(—2—\/§)2—4-1-%:2+\/§i\/2+4\/§+4—2

m2 = 2 2 -
242 EVA+4V2
a 2
Tehat:
. 24+ V2 4+ V4A+4V2 . 24+ 2 — V4 +4v2
1= ) 2 =
2 2

Mivel r; > 1, ezért ez nem lehet a megoldas. (Ebben az esetben a kor a korivek és
negyedkorcikk sugarainak meghosszabbitésat érintené az dbran kiviil.)

A keresett kor sugara:

L 24V2- Vit 4V?
) .
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23. feladat (9)

Egy egység hosszi szakasz f6lé megrajzolunk két 1 sugara kor-
ivet. Mekkora annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind
a szakaszt és a két korivet is az abra szerint?

Megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0T=0D.

OT sugar merdleges AB érintdre.

Osszekotjiik az A és O pontokat is. E szakasz
meghosszabbitasa atmegy a D ponton is.

Mivel AD =1, ezért

AO=1—r.

Irjunk fel ATO haromszégben Pitagorasz-tételt, majd rendezziik!

(%)2+r2 =(1-r)

1
—4r?=1=2r 412

4
3
2r = —
T
3
r=-
8

A keresett kor sugara:

3
r=-—.
8
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24. feladat (9)

Egy egység hosszu szakasz f61é megrajzolunk két 1 sugart korivet
és egy % sugara félkort. Mekkora annak a kornek az r sugara,
amelyik érinti mind a félkort és a két korivet is az abra szerint?

Els6 megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0D = OF.

OT sugar merdleges AB érintdre.

Osszekotjiik az A és O pontokat is. E
szakasz meghosszabbitasa atmegy a D
ponton is.

Osszekotjiik O és T pontokat. Ez a sza-
kasz atmegy az E ponton is.

Mivel AD =1, ezért

AO=1—r.

Es TE = 1, ezért

1
oT = —.
r—|—2

Irjunk fel hat ATO haromszogben Pitagorasz-tételt, majd rendezziik!

(%)Z <r+%)2: (1—7)

1 1
4P dr+ s =1-2r+7?

4 4
5 1
r=—
2
1
r=—
6

A keresett kor sugara:

1

r=—.

6
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Masodik megoldas
Hasznaljunk inverziot!

Az inverzi6 alapkore legyen a B kozéppontu,

egység sugari kor. /

A feladat dbrajat erre a korre invertélva (és az
egyes alakzatok képét vesszével jelolve) kap-
juk a mellékelt abrat.

A k| és k) parhuzamos egyenesck tavolsaga 3
egység. +

Tehat az invertalt kor atmérdje % egység.

Igy pedig a keresett kor invertalt képének F’
pontja % egység tavolsagra van az inverzié po-

luséatol, azaz BF' = %

A keresett kis kor F' pontja tehat eredeti he-

lyén \

1 2 K
BF = z !

BF' 3
tavolségra volt a polustol.

Igy a keresett kis kor atmérgje:

EF—BE—-BF=1->-1
3 3
A keresett kor sugara:
EF 1
r=—=—.
2 6
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25. feladat (10)

Egy egység hosszu szakasz f61é megrajzolunk két 1 sugart korivet
és ket }l sugara félkort. Mekkora annak a kornek az r sugara,
amelyik érinti mind a két félkort és a két korivet is az abra sze-
rint?

Els6 megoldas
Hasznaljuk az ébra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0FE = OF.
Osszekotjiik az O és D pontokat. Ez a

szakasz atmegy az F' ponton is.

Osszekotjiikk az A és O pontokat is. E
szakasz meghosszabbitasa atmegy az E
ponton is.

Mivel AE = 1, ezért

AO=1-—r,
és DF = }L, ezért
oD +1
=r+-.
4

Allitsunk merélegest a keresett kor O kézéppontjabol az AB szakaszra, igy OT merdleges
lesz AB-re. Vezessiink be 1j valtozot, legyen

m = OT.

Irjunk akkor fél egy-egy Pitagorasz-tételt DTO és ATO derékszogt haromszogekben!

(5) +ne=(3)
<%>2+m2 = (1—r)

Felbontva a zardjeleket:

1, o, 11
= — Se4 1
16—i—m 7“+2r—|—16 (1)
1

Z+m2:1—27‘+r2 (2)
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A (2)-bdl kivonva az (1)-t, kapjuk:

3 15 5

6 16 2

512

2" " 16
3
10

A keresett kor sugara:

- 3
10
Masodik megoldas
k/ k/
Hasznaljunk inverziot! | 3
Az inverzi6 alapkore legyen az adott, B ko-
zépponti egység sugari kor. A feladat ab-
rajat erre a korre invertalva (és az egyes
alakzatok képét vesszdvel jelolve) kapjuk a
mellékelt abrat. L/
Mivel T'B = 2 egység ezért a k' kor atmé-
rGje, azaz ki, és ki tavolsaga igy 1,5 = %
egység. @)
A keresett kor invertalt képének, k'-nek F’ 1
pontja tehat 1 + E'F’ tavolsagra van az in- o
verzio polusatol, B-t6l, azaz: T 1 5
3 5
ks
Igy a keresett k kor F' pontjanak tavolsaga
az eredeti helyén a polustol:
1 2
BF = =-.
BF' 5
Igy a keresett kor atmeérdje:
2 3
EF=BE—-BF=1——-=—
5 5
A keresett kor sugara:
EF 3
r=—-=—.
2 10
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Megjegyzés

A feladat ihletGje a kdvetkezs ablak volt:

Varoshéza,
Bécs (Ausztria)?

2 Andrew Bossi képe a Wikimedia Commons-rél:
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2679850
https://pixels.com/featured/city-hall-vienna-neo-gothic-building-facade-wien-rathaus-unesco-world-

heritage-site-austria-glen-sterling.html
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26. feladat (10)

Egy egység hosszu szakasz f6lé megrajzolunk két 1 sugarta korivet
és két 4—11 sugaru félkort. Mekkora annak a két egyforma kornek
az r sugara, amelyek érintenek egy-egy félkort és korivet, illetve
egymast is az abra szerint?

Els6 megoldas
Hasznaljuk az ébra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen:
r = OlF: OlG: 01[: OQI

Osszekétjiik az O és Oy pontokat.
Ez a szakasz atmegy az I ponton
is.

Osszekotjiikk az B és O; pontokat
is. E szakasz meghosszabbitasa at-
megy az F' ponton is.

Osszekotjiik az D és Oy pontokat
is. Ez a szakasz atmegy a G pon-
ton is.

Mivel az EC' egyenesre az eredeti
abra tengelyszimmetrikus, ezért a
keresett két kor is szimmetrikus lesz EC tengelyre, vagyis I E szakasz mer6leges O1Os-re
és AB-re is.

Mivel DG = ;11, ezért

1
DOl =7r-+ Z_l’

és BF =1, ezért
B01 =1—-r.

Allitsunk merdlegest O, kozéppontbél AB-re, igy O1T meréleges lesz D E-re.

Az TEITO, négyszogben harom belss szog derékszog, ezért a négyszog téglalap.
Mivel DE = ;11, emiatt:

1
DTzDE—TE:Z—l—r
Ebbdl kévetkezGen, mivel EB = %, ezért

1
TB = —.
7“—1—2
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Vezessiink be most célszertien még egy valtozot:
m = OlT
Irjunk akkor fol egy-egy Pitagorasz-tételt DT'Oy és BT O, derékszogii haromszogekben!
1 2 o . 1\2
- —r m°=(r+-
4 4
1)’ 2 2
r+ 5 +m*=(1-r)

Felbontva a zarojeleket:

1 1, o, o, 1 1
—_Z — 4 — 1
g ot M =t ot (1)
1
r2+r+1+m2:1—2r+r2 (2)
A (2)-bdl kivonva az (1)-t, kapjuk:
3 n 3 15 5
—+-r=—=—_r
16 2 16 2
12
dr = =
TG
3
r=—
16
Visszahelyettesitve r értékét (1)-be:
3
2 _ _
SRT:
V3 V3 _
my = — my = ———
1 4 ) 2 4
A keresett kor sugara:
3
r= E
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Masodik megoldas
Hasznaljunk inverziot!

Az inverzio alapkore legyen az
adott, B kozéppontu egység suga-
ri kor.

A feladat abrajat erre a korre in-
vertalva (és az egyes alakzatok
képét vesszdvel jelolve) kapjuk a
mellékelt abrat.

Vegyiik észre, hogy a kapott &dbra
a 9. feladat abraja (A kozépponti
egységsugaru félkorivvel), és hasz-
naljuk fel, hogy a feladat megolda-
sa alapjan (27. oldal) k] sugara:

3

Ezért a k] kor atmérGje

3

FH =2R = —.

5

A keresett kor invertalt képének, kj-nek H' pontja tehat 14+ F H' tavolsagra van az inverzio
polusatol, B-t6l, azaz:

3 8
BH =1+ -=—.
+ 5 5
Igy a keresett ki kor H pontjanak tavolsaga az eredeti helyén a polustol:
1 5
BH = = -.
BH' 8
Igy a keresett kor atmérdje:
FH:BF—BH:1—§—§
8 8
3
FH=-=2
g r
A keresett kor sugara:
3
r=—.
16
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Megjegyzés

A feladat ihletGje a kdvetkezs ablak volt:

&
Sankt Michael templom
Fiirth (Németorszag)?

3Magyar Eszter fot6ja
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27. feladat (9)

Egy egység hosszi szakasz fo6lé megrajzolunk két 1 sugart ha-
todkorivet, illetve négy, % sugaru hatodkorivet. Mekkora annak
a kornek az r sugara, amelyik érinti a koriveket az abra szerint?

Megoldas A~
E

Hasznaljuk az ébra jeloléseit!
Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0D = OE.

Osszekotjitk O és A pontot. Az érintkezd ko-
rok tulajdonsagai alapjan az AO szakaszon illet-
ve meghosszabbitasan rajta van a D illetve E

pont is. Mivel AE =1 és AD = %, ezért

DE:AE—ADzl—%:%, A B C

Az DE szakasz a keresett kor atmérGje, vagyis sugara ennek fele:

DE 1
r=— = —

2 4

A keresett kor sugara:

A~ =

Megjegyzés
A feladat ihletéi a kovetkezé ablakok voltak:

T Pesmprels
Notre Dame? Apatsag Hauterive-ben®
Parizs (Franciaorszag) (Svajc)

4Stephen Murray képe:
http://mappinggothic.org/image /47182
5Kép az apatsag honlapjarol:
https://www.abbaye-hauterive.ch/la-communaute /notre-vie/photos-et-videos,/preau-du-cloitre
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28. feladat (9)

Egy egység sugari korbe megrajzolunk harom, egymaést és
az egység sugari kort is érinté egyforma sugart kisebb kort
az abra szerint. Mekkora a kisebb korok r sugara?

(Lasd még: harmaskaréj, 5.4. fejezet, 109. oldal.)

Els6 megoldas

Hasznaljuk az &bra jeloléseit!

Az ismeretlen korok sugara legyen:
r = OlC = 01B = OQB = 02D = 030 = OgD = 03E

Az 0105, 0505 és O30, szakaszokon rendre rajta van B, D illetve C' pont, ebbdl kivet-
kezsen:

0102 = 0203 = 0301 = 2r.
Tehat 010,03 haromszog szabalyos haromszog.

Mivel az dbra 120°-ban forgasszimmetrikus az egység sugari nagyobb kor kdzéppontjara,
ezért a kisebb korok kozéppontjai altal meghatarozott 010,03 szabalyos haromszog ko-
zéppontja épp a nagy, egységsugari kor kozéppontja lesz.

Mivel AE =1, ezért
A03 =1—-r
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Maésrészrol az AO3 szakasz az 010,03 (2r oldali) szabalyos haromszog magassaganak %

része. Tehét:

2 V3
Angl—r:§-§-2r
2v/3
l—r=——":r
3
2v/3 + 3
1=2Y2Tr2
3
3
’]":—
2v/3 4 3

3 23 — 3
r= 2V3 =2V3-3
2v/3+3 2v/3-3

r=2V3-3.

Masodik megoldas
Hasznaljuk az érintkezs korok tételét (5.3.2 fejezet,
103. oldal)! ‘

Lathatd a négy kor, melyek egymast paronként érin-
tik.

A keresett korok sugara:

A sugaraik rendre:
r,r,rés 1.

Az érintkez6 korok tétele szerint:
L1 12_2 L1 11
roor r 1) rz2 o2 2 12

G (2

9 6 6

———4+1=—=+42

r2 T+ T2+

9—6r+4r*=6+2r
0=r*+6r—3

r=2v3-3 r=-2V3-3

Mivel r9 < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

A keresett korok sugara:

r=2v3-3.
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Harmadik megoldas

Huzzuk be a kisebb kordk kozos érintéit! Felhasznél-
hatjuk a korcikket beliilrél érinté kor sugaréra vonat-
koz6 Gsszefiiggést (5.3.4 fejezet, 106. oldal), ahol most
a korcikk kozépponti szoge w = 120° lesz.

ﬁ Y

sin% sin 60° 5
r = - w: - o: \/g:
I+sing  1+sin60 1+ 3
3 3 2—14/3
- V3 - V3 : \/_:2\/5_3
24vV3 2+43 2—3

A keresett korok sugara:

r=2v3 -3

Megjegyzés
A feladat ihletGje a kdvetkezs boltiv volt:

Maulbronn-i kolostor,
(Németorszag)®

Skép az apatsag honlapjarol:
https://www .kloster-maulbronn.de/start#impression-images-5
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29. feladat (9)

Egy egység sugaru korbe megrajzolunk négy egyforma su-
gara kisebb kort, melyek érintik az egység sugart nagyobb
kort és a szomszédosak egymast is az abra szerint. Mekkora
a kisebb korok r sugara?

(Lasd még: négyeskaréj, 5.4. fejezet, 109. oldal.)

Elsé megoldas

Ha behuzzuk a szomszédos kisebb korck kozos érintéit, ak-
kor a két merdleges egyenes a kort pont olyan negyedkorokre
osztja, mint a 2. feladat dbraja (12. oldal).

A keresett kor sugara:

r=—-1++2.

Masodik megoldas

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen korok sugara legyen:
r = 01B = 01D == 02D = OQC

Osszekotjiik az O; és O, pontokat. Ez a szakasz atmegy a D ponton is.

Osszekotjiik az A és Oy illetve az A és O, pontokat is. Ezen szakaszok meghosszabbitasa
rendre atmegy a B illetve C' pontokon is.
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Mivel az abra 90°-ban forgasszimmetrikus a nagy kor kézéppontjara, ezért a kisebb kérok
kozéppontjai dltal meghatarozott 01020304 négyszog négyzet és kézéppontja épp a nagy
kor kozéppontja lesz. Tehat AB és AC merdleges egymasra.

Mivel AB = AC =1 ezért
AO; = A0y =1—r.

Irjunk 5] egy Pitagorasz-tételt O, AO; derékszogi haromszégben és rendezziik!

Q-7+ (1—r)?=(2r)?

1—2r +7r°+1—=2r+7* =4
0=2r>+4r—2

r1:\/§—1; r2:—\/§—1
Mivel ro < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.
A keresett korok sugara:

r=+2-1.

Harmadik megoldas
Hasznaljuk az el6z6 abra jeloléseit és megallapitasait!

Mivel O3 AO; haromszog egyenld szari derékszogi haromszog, ezért atfogdja a befogoja-
nak v/2-szerese, vagyis:

r=(1-r)-v2
2r =2 —2r
7"(2—1—\/5):\/5

Vi VI 2ovE nEa
iV arvE ava 4z V2T

A keresett korok sugara:

r:\/ﬁ—l.

Negyedik megoldas

Hasznaljuk a korcikket beliilrél érinté kor sugarara vo-
natkozo Osszefiiggést (5.3.4 fejezet, 106. oldal), a kor-
cikk kézépponti szoge most w = 90°.

sin % sin 45°
T = g
1 —l—sin% 1 + sin 45°

Vi V3 23
“rvE 2eviaowva

A keresett korok sugara:

-1

r:\/ﬁ—l.
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Megjegyzés
A feladat ihletGje a kdvetkezs ablak volt:

Notre Dame
Vernon (Franciaorszag)”

"Mattana képe a Wikimedia Commons-rol:
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3313132
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30. feladat (9) ~
Egy egység sugari kérbe megrajzolunk hat egyforma sugart ‘00&

kisebb kort, melyek érintik a nagyobb kort illetve a szomszé- a

dosak egymast is az abra szerint. Mekkora a kisebb korok r

sugara? Y“y

(Lasd még: hatoskaréj, 5.4. fejezet, 110. oldal.)

1. megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen korok sugara legyen:
r= OlB = OlD = 02D = OQC

Osszekotjiik az Op és O, pontokat.
Ez a szakasz atmegy a D ponton
is.

Osszekotjiik az A és Oy illetve az A
és Oy pontokat is. Ezen szakaszok
meghosszabbitasa rendre atmegy a
B illetve C' ponton is.

Mivel az abra 60°-ban forgasszim-
metrikus a nagy kor kozéppontjara,
ezért a kisebb korok kozéppontjai al-
tal meghatarozott O10,0304,0504 sokszog szabalyos hatszog és kdzéppontja épp a nagy
kor kézéppontja lesz.

Tehat AB és AC szakasz 60°-0s szoget zéar be.
Mivel AB =1, és AC =1 ezért

AO; = A0y =1 —r.

Tehat AO,0O5 haromszog egyenld szara és csicsszoge 60°, igy szabalyos. Emiatt

AO; = 0,0,
1l—r=2r
1=23r
1
r=-
3
A keresett korok sugara:
1
r=—.
3
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2. megoldas

Huzzuk be a szomszédos korok kozos érintéit! Ezek hat egy-
forma korcikkre bontjak az eredeti kort az abra szeint.

Hasznaljuk a korcikket beliilrél érinté kor sugarara vonat-
kozo Gsszefiiggést (5.3.4 fejezet, 106. oldal), ahol a korcikk
kozépponti szoge most w = 60°.

sin & sin 30° % % 1
r = g g —_ £ = —
l+sin¥ 14sin30° 1+4 32 3
A keresett korok sugara:
1
r=-.
3

Megjegyzés
A feladat ihletGje a kdvetkez6 boltiv volt:

Salisbury katedralis,
(Anglia)®

8Bernard Gagnon képe a Wikimedia Commons-rol:
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3633923
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31. feladat (11+)

Egy egység sugart korbe megrajzolunk n darab (n € N;n > 2)
egyforma sugara kisebb kort, melyek érintik a nagyobb kort
illetve a szomszédosak egymast is az dbra szerint. Mekkora
a kisebb kordk r sugara? Mekkora a korok teriiletének és
keriiletének Osszege? Mekkora lesz a keriiletek és teriiletek
Osszegének hatarértéke, ha n — oo?

Megoldas
Hasznaljuk az &bra jeloléseit!
Az ismeretlen kor sugara legyen r.

Hasznaljuk a korcikket beliilr6l érinté kor sugarara vo-
natkozo Osszefiiggést (5.3.4 fejezet, 106. oldal), ahol a
korcikk kdzépponti szoge most a forgasszimmetria mi-

att w = 2¢,
n

sin ¢ sin (E)
_ 2 _ n

n 1+sin§ a 1—|—sin(%)

A keresett korok sugara:
__sin(d)
"~ 14sin (%) '

Keriiletek Osszege

A keresett korok keriileteinek Osszege:

Nk o sin(f)
Kn—ZK—n 2rm=mn-2mw 1—|—sin(%)
sin ()

1+ sin (%)

=1

K,=n-2r-

Teriiletek Osszege

A keresett korok teriileteinek Osszege pedig:

- sin (X ’
THI;T:n-r%:n-W <—1+si£1n()§)> =
sin? (%)
T 1+ 2sin (Z) +sin® (%)
in (2)

1+ 2sin (£) + sin® (X)

T,=n-m
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Keriiletek 6sszegének hatarértéke

Nézziik most, hogy mi torténik n — oo esetén! Kezdjiik K, értékével:

lim K :limn-Qw-ﬂ:thﬁ-L:
AT I T ) T T )
:27T2-L:27T2
1+0
lim K, = 2r*

n—oo

Teriiletek 6sszegének hatarértéke

Folytassuk T,, értékével!

. 2 s 3 Slnzg%)
lim 7, = limn-m- 'sm (H) . S =
n—00 n—00 14 2sin (%) + sin? (g) n 1+ 2sin (%) + sin? (%)
sin(%) 2
o N o,
Tt 14 2sin(Z)4sin? () 0 14+2-0402
lim 7,, =0

n—oo

Mind a két esetben felhasznaltuk az alabbi hatarértékeket:

. . . sinx
limsinz =0 illetve lim =1,
z—0 z—=0 X

éspedig x = T alakra alkalmaztuk a fenti Gsszefiiggéseket, azaz:

lim sin (Z) =0 illetve lim w =1.

n—00 n n—00 us
n
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32. feladat (9)

Egy egység sugaru korbe megrajzolunk négy, R sugart ne-
gyedkorivet az abra szerint. Mekkora annak a kornek az r
sugara, amelyik érinti mind a négy korivet?

Megoldas
Hasznéljuk az abra jeloléseit! ¢ R B
Kossiik 6ssze az R sugaru negyedkorivek kozép- 1
pontjait! Mivel
BC=CD=DE=EB=R n n
A
és
AB=AC =AD =AFE =1 1
ezért BCDE négyszog négyzet, és igy atloja az
egységsugaru kor atmérdje. D R E
Vagyis
CE=2=V2-R
2
R=-—"=1/72
V2
Az ismeretlen kor sugara legyen:
r=AF = AG. c NG) 3
Mivel AE = 1, ezért
EG=1+r.
G 2
Tovabba EG = R = \/5, ezért NG
A )
EG=V2=1+r
7
r=+v2-1 FX O
A keresett kor sugara:
D E

r=+v2-1.
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33. feladat (9)

Egy egység sugaru kérbe megrajzolunk négy, R sugart ne-
gyedkorivet az abra szerint. Mekkora annak a négy egyfor-
ma kisebb kornek az r sugara, amelyek érintik a berajzolt
koriveket?

Megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit! C R B
Kossiik 6ssze az R sugart negyedkorivek ko-
zéppontjait! Mivel 1
BC=CD=DE=FEB=R
R R
és A
AB=AC=AD=AF=1 {
ezért BCDE négyszog négyzet, és igy atloja
az egységsugari kor atmérGje. Vagyis
D R E

CE=2=v2-R

2

Tehat BCDE négyszog egy /2 oldalt négyzet, melynek kozéppontja A.

A keresett négy kis kor sugara legyen:

r = OlF = OlG

Legyen H a C'D oldal felezépontja.

Mivel AH egyenese szimmetriatengelye
az eredeti koriveknek, ezért a kis korok-
nek is, tehat H, A és O; egy egyenesre
esik. AQO; szakasz meghosszabbitésa at-
megy az F' ponton is.

Osszekotjiikk az Oy és C pontokat is. E
szakaszon rajta van a G' pont is.

Mivel AF =1, ezért

AOlzl—T.
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Tudjuk, hogy CD = v/2, ezért

CH=HA= \/75
Tehat Y
HO,=HA+ AO, = 72—1—1—7".
Es mivel CG = \/5, ezért
COL =71 +V2.

Irjuk fel Pitagorasz tételét C HO; derékszogt haromszogben és rendezziik a kapott egyen-

letet! ) )
(r+\/§)2= (gjtl—r) + (?)

1 1
P2V 2= o1 V2V -2t
(3\/§+2)-7‘:\/§

V2

RN

o V2 3v2-2 3-V2
3vV2+2 3v2-2 7

3-v2

r= )

7

A keresett korok sugara:

Megjegyzés
A feladat ihletGje a kdvetkezs ablak volt:

Szent Anna kapolna

Székesfehérvar?

9KovacsDaniel képe a Wikimedia Commons-r6l:
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=19764893
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34. feladat (9)

Egy egység oldali szabalyos hdromszog csticsaibol egység su-
gara koriveket rajzolva a korck egy ives haromszoget hata-

rolnak. Mekkora annak a kornek az r
mind a harom korivet az &bra szerint?

(Lasd még: Reuleaux-héromszog, 5.4.

Elsé megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0D =0F = OF.

Kossiik 6ssze A, B és C pontokat O
ponttal.

Az AO, BO és CO szakaszok meg-
hosszabbitasdn rendre rajta van a D,
E illetve I pont.

Mivel
AD=BE=CF =1
ezért

OA=0B=0C=1-r.

sugara, amelyik érinti

fejezet, 108. oldal.)

Vagyis O pont egyenld tavol van az A, B és C pontoktol, tehat O épp az ABC' egységoldalu

szabalyos haromszog kdzéppontja.

Ebbdl kovetkezGen példaul az AO szakasz az ABC egységoldalu szabélyos haromszog

magassaganak % része. Tehat:

2 V3
AO=1—-r=—--—
"T3 7
1 V3
—_r = —
3
V3 3-8
7‘:1——:
3 3
A keresett kor sugara:
3-43
r= )
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Masodik megoldas

Hasznaljunk inverziot! (Ezzel az inverzids megolddssal olyan érzésiink van, mintha ,,dgyu-
val [dnénk verébre”. A megoldds még csak nem is egyszeribb, mint a tébbi megolddsok, de
az inverzio gyakorldsdra jo lesz.)

Invertaljuk haromszor a belsé kis kort (k-t) egy-egy egységsugara korivre. A kis kor képeit
vesszivel jelolve kapjuk az alabbi dbrat. Hasznaljuk ennek jel6léseit!

E/

Az abra 120°-ban forgasszimmetrikus ABC' egységoldali szabalyos haromszog O kozép-
pontjara, ezért a keresett kor kdzéppontja is O.

Az ismeretlen kis kor sugara legyen:
r=0F =0D.
Az inverzioval kapott nagyobb korok sugara pedig legyen:
R=0,D=0F.

Hasznaljuk az érintkez6 korok tételét (5.3.2 fejezet, 103. oldal)!

A négy érintkez6 kor sugarai rendre:

R, R R,
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Az érintkez6 korok tétele szerint:

R?  Rr 2 R2 2
oL _6_3
r2  Rr RZ?
2
p R
r r

(5)1:3+2\/§ (%)2:3—2\/5

r

Mivel (%)2 negativ, ezért ez nem jon szamitasba

§:3+2\/§

azaz

R=(3+2v3) . (1)

Az OA szakasz az ABC egységoldalu, szabalyos haromszog magassdganak % része, vagyis:

on_2. V3 _V3
3 2 3
Tehat
AE:OA—OE:?—T.

AE' = AD+ DE' =1+ 2R.

Hasznéljuk 6l az inverzi6 tulajdonsagat:

AE - AE' = <§—7~) ‘(142R)=1

és helyettesitsiik be (1) alapjan, hogy R = (3 + 2\/§) r.
V3 _
<?—r -[1+<6+4\/§>r]—1
V3 -
?-F (2\/§+4>T—r— <6+4\/§>T =1

—(6+4\/§>r2+<2\/§+3)r+?—1:0
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—2\/5—3i\/(2\/§+3)2+4-(6+4\/§)-<§—1)

o — -
e ~12 - 83

23 -3+ VI12+12vV3+9+8V/3 - 24+ 16— 16V3
—12-383

 av3o3:yVBiaE  2VB-3x(vBr)
B —12-8V3 B —12-8V3

. —2v3-3£(2v3+1)

B ~12-8/3

Amibdl
C-2v3-3-(2v3+1)  —4/3-4 V341

r =

~12-8V3  -12-8V3 3+2V3
V3+1 3-2V3 3V3-6+3-2V3 -3+v3 3-V3
3+2v3 3-2V3 9—12-3 -3 3

—2v3 -3+ (2v3+1) —2 1
To = = = et
? —12-8V3 —12-8V3  6+4V3
1 6-4v3  6-4v3  6-4V3 —3+2V3

6+4v3 6-4v3 36-16-3  —-12 6

Tehat:
3 - \/§ -3+ 2\/§
3 ; 2= 6

T =

(1)-bol

R1—<3+2\/§>-3_3\/§—1+\/§; RQ—(3+2\/§)-_3+TN§—%

Az abra alapjan r érteke legaldbb az ABC' egységoldali, szabélyos haromszog magassé-
ganak % része, vagyis:

ezért ro nem lehet megoldéasa a feladatnak.

A keresett kor sugara:
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Harmadik megoldas
Hasznaljunk ismét inverziot!

Invertaljuk haromszor a belsg kis kort (k-t) egy-egy egységsugaru korivre. A kis kor képeit
vesszdvel jelolve kapjuk az aldbbi dbrat. Hasznaljuk ennek jeldléseit!

ko | K

2R

E/

Vegyiik észre, hogy a kapott abra a 36. feladat abraja, és hasznaljuk fel, hogy a megoldés
alapjan (96. oldal) a nagyobb kérok sugara

R=1++3.

Tehat az invertalt kor atmérdje:
DE' =2R =2+ 2V3.

A keresett kor invertalt képének, k'y-nek £’ pontja tehat 1+ 2R tavolsagra van az inverzid
polusatol, A-tol, azaz:
AF' =1+2R =3+2V3.

Igy a keresett k kor E pontjanak tavolsaga az eredeti helyén a polustol:
I 3-2v3 2v/3-3
AE 3423 3423 3-2V3 3

Igy a keresett kor atmérsje:

AE =

2V3-3 6-2V3
3 3

ED=AD—-AE=1—

A keresett kor sugara:
._ED_3- V3
23
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Megjegyzés

A feladat ihletGje a kdvetkezs ablak volt:

e ——
St. Albans katedralis,
Hertfordshire (Anglia)!®

10Stephen Murray képe:
http://mappinggothic.org/image /56795
https://www.gettyimages.com/detail /news-photo /norman-gothic-style-rose-window-st-albans-
cathedral-news-photo/480278409
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35. feladat (10)

Egy egység oldali szabalyos hdromszog csticsaibol egység su-
gara koriveket rajzolva a korok egy ives haromszoget hatarol-
nak. Mekkora annak a harom egyforma koérnek az r sugara,
melyek érintenek két korivet és egymaést is az dbra szerint?

(Lasd még: Reuleaux-haromszog, 5.4. fejezet, 108. oldal.)

Els6 megoldas

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen korok sugara legyen:

T = 01F = 01E = OlG
— 02F — OQD - O3D — OgE

Osszekijtjiik az 01 és Oy, Oy és O3 illetve Os

és O pontokat. Ezeken a szakaszokon rendre
rajta van F', D és E pont is.

Tehat

0102 = 0203 = 0301 = 2r.

Ezért az 010503 haromszog 2r oldali szabalyos haromszog. Az 010,03 haromszog kozép-
pontja az eredeti dbra 120°-os forgasszimmetridja miatt megegyezik az ABC haromszog
kozéppontjaval O-val.

Az AO, BO és CO szakaszok egyenesei pedig az eredeti dbra szimmetriatengelyei, tehat
a kis korok kozéppontjai rajta vannak ezeken a szakaszokon.

Az O1D szakasz igy a 2r oldali szabalyos
haromsz6g magassaga, tehat:

OlDzé-Zr:\/g-r

Az 0,0 szakasz pedig a 2r oldalu sza-
bélyos haromszog magassaganak % része,
vagyis:

OlOzg-\/g-r:%gr.

Az OT szakasz az ABC' egységoldali sza-
bélyos haromszog magassaganak % része,
tehat
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Osszekotjiik a B és Oy pontokat. Ez a szakasz atmegy a G ponton is.
Mivel BG =1, ezért
B01 =1-r

Irjuk fel Pitagorasz tételét BTO; derékszogi haromszogben és rendezziik a kapott egyen-
letet!

1 4, 2 1 )
— 4= r+—=1-2
4—1—37" +37‘+12 r+r
1, 8 2
Z r—Z2=0
37 T3 3
r2—8r—2=0

ro=—4+3vV2  rp=-4-3V2
Mivel r9 < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

A keresett korok sugara:
r=—4+3V2.

Masodik megoldas

Invertéaljuk a belsé kis kordket rendre a két olyan egységsugartu korivre, amelyekkel érint-
kezik. Az egyes alakzatok képeit vesszével jelolve kapjuk az alabbi abrat. Hasznaljuk
ennek jeloléseit!

e
v
[
Y
.
.
.
’ ]
"
I
i
.

El
Az ismeretlen kor sugara legyen

r= 01D = OlE
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Vegyiik észre, hogy a kapott abra a 37. feladat dbréaja , és hasznaljuk fel, hogy a megoldasa
alapjan (99. oldal) a nagyobb kordk sugara

Tehat az invertalt kor atmérdje:

2v/2
pE —ap - 2Y2
3
A keresett kor invertalt képének, kj-nek E’ pontja tehéat 1+ 2R tavolsagra van az inverzid

polusatol, A-tol, azaz:

2V2  3+2/2

AE'=1+4+2R=1
+ + 3 3

Igy a keresett ki kor F pontjanak tavolsaga az eredeti helyén a polustol:

I -3_2‘/5:9—6&.
AE" 3422 3422 3-22

Igy a keresett kor atmérdje:

AE =

ED:AD—AE:1—<9—6\/§):—8+6\/§.

A keresett korok sugara:

ED

Megjegyzés
A feladat ihletGje a kdvetkezs ablak volt:

Sint-Salvatorskathedraal,
Bruges (Belgium)!!

N EMeZza képe a Wikimedia Commons-r6l:
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=16858871
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36. feladat (9)

Egy egység oldali szabélyos haromszog cstucsaibol egy-

ség sugaru koriveket rajzolva a korok egy ives haromszo- A
get hatarolnak. Ezt az ives haromszoget harom, egyfor- }‘ N
ma sugart kor kiviilrél érinti gy, hogy egymést paron-

ként is érintik az abra szerint. Mekkora ennek a harom

egyforma kornek az r sugara?

(Lasd még: Reuleaux-haromszog, 5.4. fejezet, 108. oldal.)

Els6 megoldas

Hasznaljuk az ébra jeldléseit!

Az ismeretlen korok sugara legyen:

r:OlE:OlD:OlG:
- OQG - OQF - OgF - 03E

Osszekotjik az Op és Oy, O és Oy illetve O3 és Oy pontokat. Ezeken a szakaszokon rendre
rajta van G, F' és E pont is.

Tehat
0102 == 0203 == 0301 = 2r.
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Ezért az 010,03 haromszog 2r oldalu szabalyos haromszog. Az 010503 haromszog kdzép-
pontja az eredeti abra 120°-o0s forgasszimmetridja miatt megegyezik az ABC' haromszog
kozéppontjaval O-val.

Az OO, szakasz igy a 2r oldala szabalyos haromszog magassagénak % része, vagyis:

2 V3 2v/3
001—5727‘—77"

Az AO szakasz pedig az ABC' egységoldala szabalyos haromszog magassaganak % része,
tehat
2 V3 V3

3 2 3
Osszekotjiik a A és O; pontokat. Ez a szakasz atmegy a D ponton is.

Mivel AD =1, ezért

AO

AOl =14
Masrészrol pedig AO; = AO 4+ OOq, vagyis ebbdl folirhatd az alabbi egyenlet:

2

34 3r =3+ 2V3r
3—¢§=<2\/§—3)r
3-v3  3-V3 2343

r = = . =
2v/3-3 2v3-3 2V3+3
C6V3+9-6-3v3 3+3V3

3 3
—1+3

A keresett kor sugara:

r=1++3.
Masodik megoldas

Oldjuk meg inverzioval a feladatot!

Ha a nagyobb koroket egy-egy érintkezd egység sugartu korivre invertaljuk, akkor mind a
harom kor képe az ives haromszog belsé érintékore lesz. Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Vegyiik észre, hogy a kapott abra a 34. feladat abraja , és hasznaljuk fel, hogy a megoldés
alapjan (87. oldal) a belss kor sugara

3—v3
T

Tehat az invertalt kor atmérGje:

6 — 23

H'D=2)—
p 3
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H

A keresett kor invertalt képének (k'-nek) H' pontja tehat AD — H'D = 1 — 2p tavolsagra
van az inverzio polusatol, A-tol, azaz:

6—2v3 —3+2V3

AH' =1-2p=1-—
3 3

Igy a keresett k4 kor H pontjanak tévolsaga az eredeti helyén a polustol:

13 3 3+2V3
AH'  —3+2V3 —3+2V3 3+2V3

Igy a keresett kor atmérdje:

AH = =3+ 2V3.

HD = AH — AD =3+2V3—1=2+2V3.

igy

HD 2+2V3

r

A keresett kor sugara:

r:1—|—\/§.
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37. feladat (9)

Egy egység oldalu szabdlyos haromszog csticsaibol
egység sugara koriveket rajzolva a korok egy ives ha-
romszoget hatarolnak. Mekkora annak a hat egyfor-
ma kornek az r sugara, melyek érintenek egy-egy kor-
ivet kiviilr6l és a szomszédosak egymaést is az abra
szerint?

(Lasd még: Reuleaux-haromszog, 5.4. fejezet, 108. oldal.)

Els6 megoldas

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

A kordk ismeretlen sugara legyen:
r = OlD = OlE = OQE

A berajzolt hat kor kozéppontja altal meghatarozott 010203040506 hatszog szimmetria
okok miatt szabalyos és kozéppontja megegyezik az ABC haromszog kozéppontjaval O-
val.

Osszekotjiik az O; és O, pontokat. Ezen a szakaszon rajta van E pont is. Tehat

0102 = 2r.

Matematika Oktatasi Portal (matek.fazekas.hu) -99 /112 -



Magyar Eszter, Szoldatics Jozsef: Pitagorasz gotikus ablakai

Mivel O10,0304,0504 szabélyos hatszog kozéppontja O pont, ezért OO;05 haromszog
szabalyos haromszog, melynek oldala 0105 = 2r.

Az OF szakasz igy a 2r oldald szabalyos haromszog magassaga, tehat:

OE:?-%:\@-T

Az AO szakasz az ABC' egységoldalu szabalyos hdromszog magassaganak % része, tehat

2 V3 _ V3

A0 =373 3

Osszekotjiik az A és Oy pontokat. Ez a szakasz atmegy a D ponton is.

Mivel AD =1, ezért
A01 =r—+1

Irjuk fel Pitagorasz tételét Oy EA derékszogii haromszogben és rendezziik a kapott egyen-

letet! )
3
r2+<\/§~r+§> = (r41)°

1
P43t 2r - =1+ 2r+1

3
2
3r? ==
"3
2
2—_
"7
V2 V2
TN = — = —
1 3 T2 3

Mivel 79 < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

A keresett kor sugara:

Masodik megoldas

Invertaljuk a kiils6 koéroket rendre arra az egységsugaru korivre, amelyekkel érintkezik!
Két-két érintkezd koriv képe az ives haromszog egy-egy belsd érinté kore lesz.

Az egyes alakzatok képeit vesszével jelolve kapjuk az aldbbi dbrat. Hasznaljuk ennek
jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen
r = 01D = 01E

Vegyiik észre, hogy a kapott abra a 35. feladat abraja , és hasznaljuk fel, hogy a megoldésa
alapjan (93. oldal) a bels6 korok sugara

p=—4+3V2
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AN AN

E

Tehat az invertalt kor atmérdje:
DE' =2p = —8+6v2.

A keresett kor invertalt képének, kj-nek E’ pontja tehat 1 — 2p tavolsagra van az inverzid
polusatol, A-tol, azaz:

AE’:l—szl—(—8+6\/§>:9—6\/§.

Igy a keresett ky kor F pontjanak téavolsaga az eredeti helyén a polustol:

1 1 1 9+46v2 9+6v2  3+2V2

AE: = = . —
AE"  9-6v2 9-6vV2 9+6v2 9 3

Igy a keresett kor atmérdje:

ED— AR Ap—3T2V2 | _2V2
3 3
Igy:
_ED %2\
T T Ty
A keresett kor sugara:
V2
r=—.
3
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5. Fuggelék

5.1. Javaslatok, otletek a feladatok megoldasahoz

Rozsaablakos feladatok altalanos megoldasi lépései:

1) kossiik Ossze az érintkez6 korok kozéppontjait egymassal és az érintési pontokkal
(ezek a pontok egy szakaszon lesznek);

2) keressiink a kialakult abran derékszogt haromszog(ek)et (ha nincs elég: hizzunk be
merdlegeseket);

3) vezessiink be valtozot az ismeretlen kor sugarara (esetleg masra is);
4) és a derékszogl haromszogek oldalait fejezziik ki a valtozokkal;

5) majd a Pitagorasz-tétel alapjan folirt egyenlet(ek)et oldjuk meg vidaman!

5.2. Javaslatok, otletek a feladatok kittizéséhez

Ezek a feladatok kivaloan alkalmasak csoportmunkahoz, konnyen bonthatok résztevékeny-
ségekre, Osztonzik a kozos munkit. A megoldas soran tobbféle matematikai és egyéb
készségre is sziikség lehet, igy a kiilonb6z6 szemléletmodi tanulok is ratalalhatnak a rész-
feladataikra.

o A Kkittizéshez felhasznalhatjuk az adott feladatnak megfelel§ gotikus ablak képét,
igy a matematikai modellalkotast is a csoportokra bizhatjuk.

e Akér az is el6fordulhat, hogy ugyanarrol az ablakképrsl tébbféle matematikai rep-
rezentacio is készithets és 0sszehasonlitva megvitathato.

e Tovabbi jo otlet lehet az elvégzett szamitdsok alapjan geometriai dinamikus szer-
kesztGprogram segitségével elkészittetni a vazlatot, akar ellenérzésként is.
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5.3. Felhasznalt tételek, Osszefiiggések

A feladatok megoldésa soran a kovetkezd tételeket, allitasokat hasznaltuk fel.

5.3.1. Egymast érinté korok tulajdonsagai

Ha R és r sugartu korck kiviilrsl vagy beliilrdl érintik egymaést,

(9

akkor a korok Opg és O, kozéppontjai és az E érintési pontjuk egy egyenesbe esik.

Kozéppontjaik tavolsidga kiilsd érintés esetén:
O RO’I‘ =R +r
Kozéppontjaik tavolsdga belsé érintés esetén:

OROT:R—T

5.3.2. Erintkezd korok tétele (Descartes-tétel)
Ha négy kor olyan elhelyezkedésii:

[. paronként érintik kiviilrél egymast

akkor a korok sugaraira fennall az alabbi Osszefiiggés:

1 1 1 1)\ 1 1 1 1
—F ==+ =2[{S+S5+5+5
T1 T2 T3 T4 ’1"1 7"2 7"3 7“4
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II. paronként érintik egymast agy, hogy az egyikiik (k;) tartalmazza a tGbbit

N

akkor a korok sugaraira fennall az alabbi Osszefiiggés:

1 1 1 1)\° 1 1 1 1
—t === =25 +S5+5+
T To T3 T4 (] ry Ty Ty

[II. paronként érintik egymast agy, hogy az egyikiik (k;) végtelen sugart

k2 k’g

ka

A végtelen sugér egy egyenest jelent. Ekkor a sugér reciproka nulla lesz a képletben.
A korok sugaraira itt is fennall tehat az aldbbi Osszefiiggés:

1 1 1\? 1 1 1
—+—+—] =25 +5+5

Tovabbi informéciok : Coxeter: A geometridk alapjai c. konyv (,nagy” Coxéter)
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5.3.3. Inverzio

Legyen adva egy O kozéppont, egy R > 0 sugaru kor. P

Ezt a kort az inverzi6 alapkérének, az O pontot az in-
verzi6 pélusdnak, az R? értékét pedig az inverzié hat-
vanydnak nevezziik.

Ha a P pont O-val nem azonos, akkor a P ponthoz
hozzéarendeljiik az OP félegyenesnek azt a P’ pontjat,
amelyre:

OP-OP = R?

Nyilvanvalo, hogy ha P képe P’, akkor P’ pont képe P. (Tehét az inverzi6 inverze sajat
maga.)

Bizonyitas (magyarazat) nélkiil alljon itt kor és egyenes inverz képének elhelyezkedése.

Tovabbi informéaciok : Coxeter: A geometriak alapjai c. konyv (,nagy” Coxéter)
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5.3.4. Korcikk és érinté kore

Egy egység sugart w szogi korcikkbe és hozzé érints kort irunk. (0° < w < 180°)

A korok kozéppontjai r, illetve R tévolsagra vannak a korcikk mindkét szaratol, vagyis
rajta vannak a korcikk kozépponti szogének szogfelezgjén.

Hasznaljuk az abra jeloléseit !

Mivel AE =1, ezért AO, =1—1rés AOr =1+ R.

Beliilrsl érinté kor

AT, O, haromszoghen

L w r
sin — =
2 1—r
w
(l—r)-singzr
. W n Y
sin — = r + rsin —
2 2
_ sin 3
1 +sin ¥

Megjegyzés

Erdemes megjegyezni:

Kivilrél érinté kor
ATRrOR héaromszogben
w R

sin — =

2 1+R
<1+R)'SiH§ZR

Sinc—d:R—Rsing

P W
. SlIl2

-1 i w
1 sin 3§

o w = (° esetén mindkét Gsszefiiggés jo végeredményt ad,

e w = 180° esetén csak a beliilr6l érint6 kor ad jo végeredményt.
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5.3.5. Korcikkbe irt kor

Ha egy egység sugari korcikkbe érinté kort frunk, az alabbi Osszefiiggés allapithaté meg.
Hasznaljuk az abra jeloléseit!

AT, O, haromszogben Pitagorasz tételt felirva:
d*+r°=(1-r)?
EP+rr=rr—2r+1

?=1-2r

5.3.6. Pitagorasz tétele
A tétel a 8. és 9. osztalyos tananyag része, itt most részletesen nem foglalkozunk vele.
Egy derékszogli haromszog befogbinak négyzetosszege megegye-

zik az atfogd négyzetével. Azaz: &
a> +v* =

H THEJENKINSCOMIC

l ~ N OT] nmr\lm

"UGH, THERE GOES THAT PYTHAGORAS GUY"
1712

,,Ul’l, ott megy a Pitagorasz csavo

2https:/ /thejenkinscomic.wordpress.com/2020/06/28 /trilateral-thinking /
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5.4. Gotikus mintak

A gotika a késé kozépkor miivészeti irdnyzata, legismertebb formait az épitészetben

lathatjuk, f6ként a templomokon, katedralisokon.

A gotikdban a korabbi félkorives boltiveket felvaltjak a csucsivek, az épiiletek magas-
ba toréek, a nagyméretd tereikbe sokkal tobb fényt juttatnak a megnoévekedett méretd
ablakok. Az ablakokat altalaban kéracsokkal, kécsipkével (szakszoval: mérmiduvel) gazda-
gitottak. A mérmi a diszités mellett védte is az iivegtablat a szél ellen, mert igy az ablak
nagy feliiletét tobb kisebb részre bontottak. A rdzsaablak a gotikus templomok fébejé-
rat folott 1évé nagy méretd, kor alakid, leggyakrabban forgésszimmetrikus diszitéssel és
kiillkkel ellatott ablakanak a neve.

Az ablakok és egyéb nyilasok k&diszitései néhany egyszerti geometriai forman — leg-
foképpen szakaszokon és koriveken — alapulnak, és a gotika elérehaladtaval valnak egyre
komplexebbé. Az abrékon ritkabban lehet a teljes koriveket latni, tobbnyire csak a kérok

ivdarabjaibol épiilnek fel a minték.

Az aldbbiakban egy rovid gyorstalpalot allitottunk Gssze a legtipikusabb diszitGelemek

osszetevoirdl.

Ivharomszég (Reuleaux-haromszog)

,,,,,

Héarom olyan egyforma sugara korlap kézos pontjainak halmaza, melyek kézéppontjai a
sugarakkal egyforma oldalt szabalyos haromszoget hataroznak meg. Allando szélességi

alakzat'?, épp gy, mint a kor.

Bhttps://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=54006716
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Karéjok

Levél, vagy még inkabb virag formaju alakzatok, melyek egymast atfeds egyforma sugara
korlapok iveibdl alakithatok ki.

Trefoil (16hereiv avagy harmaskaréj)

Héarom egymashoz kapcsolodoé korivbél allé minta.

Quatrefoil (négyeskaréj)

Négy egymashoz kapcsolodo korivbél allo minta.
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Cinquefoil (6toskaréj)

Ot egymashoz kapcsolodo korivbél 4ll6 minta.

Hexafoil (hatoskaréj)

Hat egyméshoz kapcsolodo korivbal allo minta.

Halhoélyag

Tobb korivbdél allo elem, térre vagy langnyelvre is emlékeztet.
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Halholyagos harmaskaréj

Tovabbi érdekes gotikus mintak és ivek szerkesztési lépései ebbdl a nagyon részletes

geogebra Gsszefoglalobol jol elsajatithatoak: https://www.geogebra.org/m/w9IXAPnJs.

A fenti - és egyéb - gotikus mintak sok templomi fotés példaval Gsszefoglalva megta-
lalhatok példaul itt:

http://www.discoverstwulframs.org.uk /window-tracery /geometrical-tracery.aspx.
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1. kiadas (37 feladat): 2020. augusztus 31.
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