Roka Sandor: Tokéletes szamok (RLV, 2019)

Bevezetés

Erdos Pal szerint: ,Maig is teljesen reménytelen annak az eldontése, hogy van-e végtelen
sok 2P — 1 alaka primszam, ahol p primszam. Azt szoktam mondani, hogy ez a kérdés
talan nem a legsiirgésebb, amelyet az emberiségnek meg kell oldani, de mindenesetre nincs
nala nehezebb.” Ha sikertil bizonyitani, hogy végtelen sok ilyen prim van, abbol Euklidesz
egyik tétele alapjan adédna az, hogy végtelen sok tokéletes szam van.

Az o6kori gorogok kezdték vizsgalni a tokéletes szamokat, és az érdekes eredmények
mellett megoldatlan kérdések is maradtak rank. A matematikai tulajdonsagokon til val-
lasos jelentéséget is tulajdonitottak a tokéletes szamoknak. Példdul Szent Agoston azt
irja Az Isten varosardl c¢. mivében, Isten azért teremtette 6 nap alatt a Foldet (bar egy
pillanat alatt megtehette volna), mert a 6 tokéletes szam. A Hold is hasonl6 okbdl keriili
meg a Foldet éppen 28 nap alatt.

Erdekes Mersenne megjegyzése: .. .. vildgos, milyen ritkdk a tokéletes szdmok, s mennyi-
re méltan hasonlitanak a tokéletes férfiakhoz.” Ezt a gondolatot Osszevethetjiik azzal a
fontos kérdéssel, hogy van-e végtelen sok tokéletes szam.

2003 augusztusaban az egyik hazai folydiratban ezt olvastam: ,Nemrégiben egy new-
naili 13. osztalyos gimnaziumi tanuldé megtaldlta az els6 paratlan tokéletes szamot. Ez a
2 812 644 884 765 625.” A szeptemberi tanévnyiton ezt megmutattam T. Zs. kollégank-
nak, aki az tinnepi megnyito6 alatt, szamologép nélkiil bebizonyitotta, hogy ez a szam nem
tokéletes. (Egy késObbi lapszamban elnézést kértek a téves kozlésért.) A paros tokéletes
szamokrél Euklidesz és Euler adott pontos leirast. Azt, hogy van-e paratlan tokéletes
szam, még most sem tudjuk.

A gorogok vezették be a tokéletes szam fogalmat. Egy szam tokéletes, ha a tole kisebb
osztéinak Osszege maga a szadm. ToOkéletes szam a 6 és a 28 is:

6=1+2+3, W=1+2+4+7+14
Bévebben olvashatunk a tokéletes szamokrél az interneten ezekben a szakdolgozatokban:
— Karlik Zsuzsanna: A tokéletes szamok, (ELTE, 2009, témavezet$ Freud Rébert)

— Orthmayr Fléra: A tokéletes szamok és tarsaik, (ELTE, 2012, témavezet6 Freud
Robert)

Miért nem tokéletes?

(1) 12345 (2) 1234567
(3) 3*-59.78 (4) 5577118
(5) p° - ¢°, ahol p és ¢ primek, és [p — q| = 2 (6) 2 812 644 884 765 625

A cikk végén belatjuk, hogy ezen szamok egyike sem tokéletes. EIobb oldjuk meg a
kovetkezo feladatokat:
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Feladatok

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Mennyi
a) az 1000 osztéinak Gsszege?
b) az 1000 paros osztéinak Gsszege?

Jelolje n osztdéinak Osszegét o (n), azaz

o(n) :Zd

dlin

Mutassuk meg, ha a és b relativ primek, akkor o (a - b) = o (a) - o (b).

. Hany olyan szam van 20-ig, ill. 1000-ig, amely szam osztdéinak osszege paratlan?
. Melyek azok a k pozitiv egész szdmok, amelyekre 2 - 3* tokéletes szam? (KoMal)
. Kilonbo6z6 paratlan primek szorzata lehet-e tokéletes szam?

. Van-e négyzetszam a tokéletes szamok kozott?

Van-e olyan szam, amelynek paros szamu paratlan osztéja van, és a paros osztoinak
szama paratlan?

(Euklidesz, Euler) Az n paros szdm pontosan akkor tokéletes, ha
n = 2kt (2’f - 1)

alaki, ahol a 2¥ — 1 szdm primszam.

. Mutassa meg, hogy a péaros tokéletes szamok utolsé szamjegye 6 vagy 8.

Mutassa meg, ha az n tokéletes szam mindkét szomszédja primszam, akkor n = 6.

Van-e olyan 6-nal nagyobb tokéletes szam, amely oszthaté 3-mal, de nem oszthaté
9-cel?

Melyek azok a tokéletes szamok, melynek primtényezos felbontasaban minden prim
kitevoje paratlan szam?

Bizonyitsuk be, hogy egy paratlan tokéletes szam (ha van ilyen) 4-gyel osztva 1
maradékot ad.

Mutassuk meg, hogy egy paratlan tokéletes szamnak legaldbb harom kiilonbo6z6
primosztéja van.

Mutassuk meg, hogy nincs olyan paratlan tokéletes szam, amely oszthaté a 3, 5 és
7 primekkel.

Mutassuk meg, hogy a paratlan tokéletes szamok n = (4k + 1) - m? alakiak, ahol
4k + 1 primszam.
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17. a) Léssuk be, hogy
o(n) 1
n o CHZn d

Innen kovetkezik, hogy egy tokéletes szam osztéinak reciprokait osszeadva 2-t ka-
punk, azaz ha n tokéletes, akkor

d|n

hiszen o (n) =2.

n
o . o (n)

b) Bizonyitsuk be, hogy van olyan n egész, amelyre > 10.

¢) Igazoljuk, hogy ha m | n, akkor o(n) ZM.
n m

d) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan n szdm van, amelyre o () > 7 (m)7 ha

n>m. " m

o on) 5 . -y . :
18. Bizonyitsuk be, hogy ha =3 akkor bn paratlan tokéletes szam. (Weiner,
n
2000)
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Megoldasok

1. Mennyi
a) az 1000 osztéinak Gsszege?
b) az 1000 paros osztéinak Gsszege?

Megoldas

a) 1000 osztéinak osszege: (1+2+22+2%) - (1+5+5%+5%) = 2340, hiszen a
zardjelek felbontasa utan megkapjuk 1000 mindegyik osztojat, és mindegyik osztot
egyszer.

b) 1000 osztéinak Osszegébdl vegyiik el a paratlan osztok Osszegét, és megmarad
1000 péros osztdinak dsszege: 2340 — (1 45 + 5% + 5%) = 2340 — 156 = 2184.

Masképp is szdmolhatunk: a keresett Osszeg az 500 osztoéi Osszegének kétszerese:
2-(1+2+2%)-(14+5+5*+5% =2-1092 = 2184.

2. Jelolje n osztdinak Gsszegét o (n), azaz

o(n)=>d

d|n

Mutassuk meg, ha a és b relativ primek, akkor o (a - b) = o (a) - o (b).

Megoldas
Ennek atgondolasa 6nallo feladat.

Egy példa:

0 (210) =0 (14 -15) = o (14) - 0 (15) =
=(14+2+7+14)- (1 +3+5415) = 24?

Adédik egy kérdés:
Lehet-e o (n) értéke végtelen sokszor négyzetszam?

3. Héany olyan szam van 20-ig, 1000-ig, amely szam osztdinak Gsszege paratlan?

Megoldas
Nézziik meg a szamokat 20-ig, az 1, 2, 4, 8, 16, a 9, és a 18 szamok osztdinak Gsszege
paratlan. Valasz: 7

Most nyilvan nem vizsgaljuk meg a szamokat egyesével 1000-ig. Az altalanos kér-
dést kell tisztazni: Melyek azok a szamok, melyeknél az oszték Osszege paratlan?
Egy paratlan n szam minden osztdja paratlan. Ezen paratlan osztok osszege akkor
lesz paratlan, ha paratlan sok szamot adunk 6ssze. Mint tudjuk, a négyzetszamok-
nak és csakis nekik van paratlan sok osztdja. Tehat a paratlan szamok koziil a
négyzetszamok azok, melyek osztoinak Osszege paratlan.

Nézziik a masik esetet, ha az n szam paros: n = 2% - b, ahol b paratlan. Az n szam
osztoinak Osszege Ugy lesz paratlan, ha a paratlan osztoinak Osszege paratlan, azaz
a b szam osztoinak Osszege paratlan. Ezt vizsgaltuk az elobb, és azt kaptuk, hogy
a b paratlan szam négyzetszam. Emiatt az n = 2% - b szdm vagy egy négyzetszam
2-szerese, vagy pedig négyzetszam, attol fiiggden, hogy a 2% hatvanyban a kitevo
paratlan, vagy paros.
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Azt kaptuk, hogy az a® és a 2a? alaki szdmok azok, melyek osztéinak dsszege pé-
ratlan. 1000-ig 31 négyzetszdm van, és 22 olyan szadm, mely 2a? alaki. A keresett
szamok szama 31 + 22 = 53.

Vilasz: 53
Masképp is megtalaljuk a valaszt.

n=p*-¢® ... -

o) =0+p+...+p) (1+g+...+7) . (T+s+.. . +5)

Ez a szorzat akkor paratlan, ha a tényezok mindegyike paratlan. Emiatt paratlan
primek esetén a zardjelben 1évé utolso tag kitevéje paros, mig paros prim (azaz a 2)
esetén a megnevezett kitevé lehet paros, lehet paratlan. Tehat azn = p®-¢%-...-s°
szam primtényezos alakjaban a 2 kivételével minden prim kitevéje paros, és a 2
kitevGje tetszoleges.

Megjegyzés: A b) feladatra kapott vdlasz miatt 1000-ig legalabb 500 — 53 = 447
olyan szam van, amely nem lehet a o (n) értékkészletében. Beldthatd, hogy végtelen
sok olyan szam van, amelyet nem kaphatunk meg egy szam osztoinak 6sszegeként.

4. Melyek azok a k pozitiv egész szamok, amelyekre 2 - 3% tokéletes szdm? (KéMal)

Megoldas
Ez a KoMalL B.4553. feladata, a megoldast megtaldljuk az interneten, illetve a
KoMaL —ban. (Szamoljuk o (n)-t. Csak egy megoldas van, és ez a 6.)

5. Kilonbozo paratlan primek szorzata lehet-e tokéletes szam?

Megoldas
Azn=p-q-... rszdm osztéinak Osszege a szam 2-szerese, azaz

(p+1)(g+1)...(r+1)=2pq...r

A bal oldalon mindegyik zardjeles tényezo paros, mig a jobb oldal oszthatd 2-vel,
am 4-gyel nem, ezért a bal oldalon csak egy tényezo lehet: p+1 = 2p lehet. Ez nem
ad megoldast.

6. Van-e négyzetszam a tokéletes szamok kozott?

Megoldas

Tehetiink egy fontos észrevételt: Egy négyzetszam osztoinak Osszege paratlan. Ez
kideriilt a 3. feladat megoldasabol.

Mivel egy tokéletes szam osztoinak Osszege a szam kétszerese, azaz paros szam, igy
egy négyzetszam nem lehet tokéletes.

7. Van-e olyan szam, amelynek paros szamu paratlan osztdja van, és a paros osztéinak
szama paratlan?

Megoldas

Legyen a keresett szam n = 2% - b, ahol b paratlan. A paratlan oszték szama paros,
legyen ez m. A paros osztdkat gy kapom, hogy veszek egy paratlan osztot, és ezt
szorzom a 2, 4, ..., 2 szamokkal. Ezért a paros osztok szdma az m tobbszordse (
= m - k), azaz egy paros szam tobbszorose, és ez nem lehet paratlan. Tehdt nincs
az elvarasoknak megfelel6 szam.
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8. (Euklidesz, Euler) Az n paros szam pontosan akkor tokéletes, ha
n=2" (28~ 1)

alakd, ahol a 2¥ — 1 szdm primszam.
Megoldas
Haap = 2¥—1 szdm primszam, akkor az n = 2F~1 (2”f — 1) szém osztéi: 1,2,4, ... 281
és p,2p,4p, ..., 2" 1p.
Szamoljuk az osztok Osszegét:
14+2444.. . +2F=2F—1

illetve

p+2p+dp+ .. 281y = (2"‘ — 1)p

igy az osztok Osszege
14+ (2 -1)p=(2"-1)(1+p) = (2F-1)2F =2

Belttuk, ha n = 2+1 (2k - 1) alaki, ahol a 2¥ — 1 szdm primszam, akkor az n
szam tokéletes.

(Megjegyzés: az osztok Osszegét szamolhattuk volna a o (a - b) = o (a) - o (b) Ossze-
fliggés segitségével is.)

Milyen egy paros tokéletes szam?
Nézziik az n = 2! - m tokéletes szamot, ahol m paratlan.

o (2'-m)=0(2") 0 (m)

2t = <2t+1 - 1) o (m)
Vonjunk ki m-et mindkét oldalbdl:

(2 =1)m= (2" 1) -0 (m) —m

Azaz:

m = (21— 1) - [0 (m) — m]
A mésodik tényezd [0 (m) — m| = d osztdja m-nek, és az elsé tényezd nagyobb 1-nél
(legaldbb 22 — 1 = 3), igy a d oszté m-nél kisebb.
d+m = [o(m) —m] +m = o(m), a bal oldali ésszeg tehat kiadja m osztdinak
Osszegét, ezért csak [0 (m) —m] = d = 1 lehet. Tehat m prim. m = 271 — 1 prim,
és a keresett paros tokéletes szam n = 2¢ (2171 — 1) alaka, ahol 20 — 1 primszam.

9. Mutassa meg, hogy a paros tokéletes szamok utolsé szamjegye 6 vagy 8.

Megoldas
Mivel n péros, igy n = 2F! (2]C — 1). Itt nézziik a két tényez6 utolsd szamjegyét,
és hasznéljuk, hogy k prim, azaz paratlan (kivéve a 2).
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10. Mutassa meg, ha az n tokéletes szam mindkét szomszédja primszam, akkor n = 6.

Megoldas
Mivel n paros tokéletes szam, igy n = 2F1 (2’1C — 1). Itt k paratlan. Nézziik ezeket.
Indukciéval lathatjuk, hogy n + 1 oszthatd 3-mal.

11. Van-e olyan 6-nal nagyobb tokéletes szam, amely oszthatd 3-mal, de nem oszthato
9-cel?

Megoldas

Ha az n tokéletes szam oszthato 3-mal, de nem oszthatd 9-cel, akkor ha d osztdja az
n szémnak és d nem oszthat6 3-mal, akkor 3d is osztéja n-nek. Igy n osztéi (d, 3d)
parokba rendezhetdk, és d 4+ 3d = 4d oszthatd 4-gyel, tehat n osztdinak Osszege
oszthatd 4-gyel. Az osztdk Osszege 2n(hiszen n tokéletes szam), ez oszthatd 4-gyel,
igy n paros szam.

Az n paros szam oszthaté 3-mal, n = 6k alaku, és 6-nal nagyobb, ezért & > 1. Az
n osztoi kozott vannak az 6k, 3k, 2k, k, 1 szamok, am mar ezek Osszege is 12k + 1 =
2n + 1 > 2n, tehat az n nem lehet tokéletes szam.

Megjegyzés: 3 helyett 7-tel ugyanez eljatszhato.

12. Melyek azok a tokéletes szamok, melynek primtényezos felbontasaban minden prim
kitevoje paratlan szam?

Megoldas

Belatjuk, hogy egy ilyen szam van, a 6.

Ha a keresett n tokéletes szdm paros, akkor n = 2F~1 (2"3 — 1) alaki, ahol a 2F — 1
szam primszam. Tudjuk, hogy ekkor k is prim. Ha ez a prim paratlan, akkor a
2 kitevoje paros. Tehat a paros n tokéletes szam primtényezés felbontdasaban csak
akkor lehet minden prim kitevéje paratlan szam, ha k = 2, és ekkor n = 6.

Ha a keresett n tokéletes szam paratlan, és a primtényezos felbontasaban minden
prim kitevéje paratlan szam, akkor az osztok Osszegét ado szorzatban minden zaro-
jeles tényezo paros szam:

(Itpt ) (Ttgt.+¢") - Adr+ .+ (Ths+. .+

Ez a szorzat a paratlan tokéletes szam 2-szerese, tehat nem oszthato 4-gyel, igy csak
egy tényezObdl allhat a szorzat. A keresett paratlan tokéletes szam csak n = p®
alakt lehet. Azonban

1+p+...4+p*=2p°

egyenletnek nincs megoldasa, hiszen

pa+1 —-1 P

L+p+p*+...+p* = <
p—1 p—1

mivel Ll < 2, mert p > 2
Tehat a keresett tokéletes szam nem lehet paratlan.

Masképp megoldva: Ha p prim osztéja n-nek, és x olyan osztdja n-nek, amely nem
oszthato p-vel, akkor az osztokat parokba rendezhetjiik:

(z, pz), (pzx,pgx) - (p%:c,p%“w)
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Tehat az osztok Osszege oszthatd p + 1-gyel, hiszen ez teljesiil minden parban a két
0szt6 Osszegére.

Vélasszuk p-nek az n legkisebb primosztéjat, igy a p + 1|2n oszthatésagbdl kovet-
keztethetiink arra, hogy p = 2.

Ekkor 3 is osztoja n-nek, tehat n = 6k.

Ha k > 1, akkor az n = 6k szamnak kiilénbo6zé osztéi 1, k, 2k, 3k, 6k(hasznaltuk a
k > 1 feltételt), ezek Gsszege 12k 4+ 1 > 2n, tehat n nem tokéletes.

Egy lehet6ség maradt: k = 1, ekkor n = 6 tokéletes.

13. Bizonyitsuk be, hogy egy paratlan tokéletes szam 4-gyel osztva 1 maradékot ad.

Megoldas
Egy primszam nem lehet tokéletes szam. Az n paratlan szam 6sszes osztoja paratlan,
az 0sztok

l<di<dy<...<d,, <n

Az n-nél kisebb osztok Osszege paratlan, emiatt m paros, m = 2k.

A (dy,dy,), (do,dpm_1), ... osztéparokban a két tarsoszt6 szorzatan. A dy,ds, .. ., dy,
osztok mind szerepelnek ezekben a parokban, hiszen m paros.

Tegyiik fel, hogy n = 4N + 3 alakii. Ebben az esetben a tarsosztok egyike 4a 41, a
masik 40 + 3 alaku, hiszen ezek szorzata 4N + 3 alakd szam, mig két 4a + 1 alaku
szam szorzata 4N + 1 alaku, és két 4a 4 3 alakd szdm szorzata is 4N + 1 alaku.
Tehat, ha a paratlan tokéletes szam n = 4N + 3 alaki, akkor a tarsosztok egyike
4a+1, a méasik 4b+ 3 alaki, ezek osszege 4-gyel oszthaté. Igy a di, ds, . . ., d,, osztdk
Osszege 4-nek tobbszorose, az 1,dq,ds, . . ., d,, osztdk Osszege 4M + 1 alaku, tehat az
nem egyezhet meg az n = 4N + 3 szammal. Azt kaptuk, hogy egy paratlan tokéletes
szam nem lehet 4N + 3 alaku.

14. Mutassuk meg, hogy egy paratlan tokéletes szamnak legalabb harom kiilonb6zo
primosztéja van.

Megoldas
Van-e olyan paratlan tokéletes szam, amelynek csak egy primosztoja van?
Ha az n = p® alaku szdm tokéletes, akkor o (n) = 2n, azaz = 2.
Mivel
pa-i—l -1
on)=1+p+p*+..  +p*="———
p—1
és a+1 1 a+1
U(H)_p—<p :p§§
no p*-(p=1) p*-(p—-1) p—172
igy
o (n) <9
n

az n szam nem lehet tokéletes.
Van-e olyan paratlan tokéletes szam, amelynek két primosztdja van?
Ha az n = p® - ¢ alakii szam tokéletes, akkor o (n) = 2n.
Ekkor
cm)=(1+p+p*+.. +1°) (L+q++... +¢°)
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Innen

pa+1_1 qﬂ+1_1

o(n)= .
p—1 qg—1

o(n) p*t-1 -1 pt ¢!
po(p—1) ¢ (g—1) p*-(p—1) ¢ (¢g—1)
_.p a _35_15_,
p—1 ¢g—1 2 4 8

0(n)<2

n

ezért n nem lehet tokéletes.
Ezek miatt egy paratlan tokéletes szamnak legalabb harom kiilonb6zo primosztoja
van.

Megjegyzés Vajon az el6bbi gondolatsorral belathatjuk-e, hogy egy paratlan toké-
letes szamnak legalabb négy kiilonb6z6é primosztdja van?

15. Mutassuk meg, hogy nincs olyan paratlan tokéletes szadm, amely oszthaté a 3, 5 és
7 primekkel, azaz 105-tel.

Megoldas

Legyen n = p® -¢® -r7-...-s% ahol p, q, 1, ..., s paratlan primek, és tegyiik fel,
hogy kozottilk ott vannak a 3, 5 és 7 primek, tovabba n tokéletes szam: o (n) = 2n,
azaz,
n=(1+p+...+p)(1+q+...+¢°)A+r+. 4 (T+s+... +5).
A zardjeles tényezok kozott pontosan egy paros van, ezért az «, 3,7, ..., 0 kitevok

kozott pontosan egy paratlan, a tobbi paros. Legyen a = 2k + 1.

I+p| 1+p)+...+ (p% + p2k+1), emiatt ha p = 3 vagy p = 7, akkor p+1 oszthato
4-gyel, azaz 2n is oszthatd 4-gyel, ami nem lehet, hiszen n paratlan. Tehéat csak
p = 5 lehet.

" 1 1 1 1 1 1
2n=0(Mn)-bol2=|14+-4+...+—||[1+—-+...+ = ...<1++...+5>,
p pe q q° s s

és tekintettel arra, hogy « kivételével a kitevok parosak:

1 11 11
2> (1+= ) (1+=+ O++2>
p q q ror

ésp=2>5,q=3,5s=717, azaz

1 11 1 1\ 6-13-57
o> (1o ) (1o a o) (1esa —)y=20of g
—<+5)<+3+9><+7+4J 5.9.49 ~

ez ellentmondas.
[gazoltuk az allitast.

16. Mutassuk meg, hogy a péaratlan tokéletes szdmok n = (4k + 1) - m? alaktiak, ahol
4k + 1 primszam.
Megoldas
Legyen n = p® - ¢ -7 -...-s% ahol p, q, 1, ..., s paratlan primek, és tegyiik fel,
hogy n tokéletes szam: o (n) = 2n, azaz
2n=(1+p+. .. 4p)-(I+q+.. +¢°)Atr+. 4 (T+s+...+5).
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A zaréjeles tényezok kozott pontosan egy paros van (és ez nem oszthaté 4-gyel), ezért
az «a, 3,7, ...,0 kitevok kozott pontosan egy paratlan, legyen o = 2a + 1, a tobbi
paros.
Ezért

2b 2c 2d 2

2a+1.q2b.7"26. "-SQd:p-p2a.q - T ... S :p.m

n=py
L+p| (L4p) +...+ (07 +p")

igy ha p = 4k — 1, akkor 1 4 p oszthatd 4-gyel, emiatt 1 +p + ... 4+ p® is oszthatd
4-gyel, ami nem lehet.
Tehat p = 4k — 1 nem lehet, marad a p = 4k + 1 lehetGség.

17. a) Lassuk be, hogy
o(n) 1
n o C%;L d

Innen kovetkezik, hogy egy tokéletes szam osztdinak reciprokait osszeadva 2-t ka-
punk, azaz ha n tokéletes, akkor

o (n)

hiszen =2
n
L , o(n)
b) Bizonyitsuk be, hogy van olyan n egész, amelyre > 10.
n
¢) Igazoljuk, hogy ha m | n, akkor o(n) 2@.
m
d) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan n szdm van, amelyre o () > g (m), ha
n>m. " m
Megoldas
a) Az oszté-tarsoszto parositas alapjan latjuk az egyenlséget.
b) Gondoljunk az a) feladatra.
c) Ha n = m/!, akkor az n szdimnak (t6bbek kozott) osztéi az 1, 2, 3, ..., m szamok,
gy
o (n) 11 1
—L Sl oot
n 2 3 m

és ez az Osszeg tetszolegesen nagy lehet.

d) Az a) feladat szerint —— az n szam osztdi reciprokanak Osszege, és az Osszegek

n
kozotti egyenlétlenség jo latszik.

e) Keresstink a ,n=1,2,...sorozatban — amely a c¢) indoklasa alapjan feliilrél

nem korlatos sorozat — lokalis csticsokat, olyan cstcsot, mely magasabb, mint az 6t
megel6zo cstcsok.

Megjegyzés Tudjuk, hogy a o () értékek mindentitt stirtin helyezkednek el az 1-
n

nél nagyobb szamok korében.

o(n )
Ha (n) értéke valamely n-re — lenne, akkor volna paratlan tokéletes szam, és ez

n
az bn. Errél szdol a kovetkezo feladat.
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5
18. Bizonyitsuk be, hogy ha o(n) =3 akkor bn pératlan tokéletes szam. (Weiner,
n
2000)
Megoldas
o (5n)

Az 5n szam tokéletes, ha = 2. Teljesiil ez?

n
Ha a és b relativ primek, akkor o (a - b) = o (a) - 0 (b), igy ha n nem oszthatd 5-tel,
akkor hasznédlhatjuk a o (5n) = o (5) - o (n) Osszefiiggést.

o(n) o()-omn) o) o) 6 5

2

5n 5n 5 n 5 3

Tehat igazoltuk az allitast, ha belatjuk, hogy n nem oszthatd 5-tel és n paratlan
(hiszen 5n pératlan).
Mivel 30 (n) = 5n, igy 3|n.

6
Ha n péros, akkor 6 | n. Tudjuk, ha m | n, akkor o (n) ZM. Ezért MZM =
. n m n 6
2, &m ez nem lehet, hiszen o () =3 Tehat n paratlan, és az elébbi egyenl6ség
n

miatt o (n) is paratlan.

Ha n pératlan és o (n) is paratlan, akkor n négyzetszam. (Hiszen n minden osztéja
paratlan, és az osztok Osszege paratlan, akkor az osztok szama péaratlan. Egy szam
osztoinak szama pontosan akkor paratlan, ha a szam négyzetszam. Ezt igazoltuk a
3.b) megoldasaban is.)

Az n szdm négyzetszam és 3| n, ezért 9| n.

Az n szam nem oszthaté 5-tel. Ha mégis, akkor 9 -5 |n, igy

o(n)_o(9-5) 7 26 5

> = — = — > —

n — 95 45 15 3
o (n)

5
ez ellentmond annak, hogy =3 Tehat n nem oszthatd 5-tel (és paratlan).

Célba értunk.
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Miért nem tokéletes?

Megoldas
Belatjuk a kovetkezo allitast:

Ha az n paratlan szdm oszthatd 3-mal, és nem oszthatd 9-cel, akkor nem lehet tokéletes.

Ugyanis ha d osztdja az n szdmnak és d nem oszthat6é 3-mal, akkor 3d is osztéja n-nek.
Igy n osztéi (d, 3d) parokba rendezheték, és d+3d = 4d oszthaté 4-gyel, tehét n oszt6inak
Osszege oszthatd 4-gyel. Azonban a paratlan tokéletes szam osztdinak Osszege a szam 2-
szerese, azaz 2-vel oszthatd, am 4-gyel nem. Ezért az n paratlan szdm nem lehet tokéletes.
(Lasd még a 11. feladatot.)

Ezért az (1) és a (6) alatti szamok egyike sem tokéletes. (A (6) alatti szam szamjegyeinek
Osszege 78. Tehat a szdm oszthaté 3-mal, de 9-cel nem.)

A (6) alatti szam primtényezds alakja: 2 812 644 884 765 625 = 3 - 5% - 7° - 134,
2) alatti szam 4k + 3 alakt, igy a 13. feladat szerint nem lehet tokéletes.

4

A(2)
A (3) alatti szam négyzetszam, ami a 6. feladat szerint nem lehet tokéletes.
A (4) alatti szam a 16. feladat miatt nem lesz tokéletes.

Az (5) alatti szam a 14. feladat szerint nem lehet tokéletes.
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