Marczis Gyorgy: Ugye, szép a geometria?
Feladatok és megoldasok

Kedves, Erdekl6dé Olvasém!

Tobb mint masfél évtizede veszek részt eldadoként a Karpat-medencei magyarsdg nagyszert
matematikai seregszemléin, a Nagy Kdroly Matematikai Didktaldlkozokon. Ez a taldlkozé nemcsak
szakmai tovabbképzést, feltoltddést, kihivast jelent a résztvevd didkok és tandrok szamdra, hanem
osszetartozasunkat is erdsiti. Eppen ezért 6rommel mentem didkjaimmal és kollégammal egy Békés
megyei csapat vezetdjeként az elmult év dszén is Révkomaromba.

Dolgozatom a révkomdromi XXVII. Nagy Kdroly Matematikai Didktaldlkozo 2019. november
23-i eléadasom kibovitett, szerkesztett anyaga.

Akkori feladatmegold6 6ram elsddleges célja az volt, hogy néhdny tanulsdgos, szamomra szép,
esztétikus geometriai feladatot bemutassak a didkoknak €s a pedagégus kollégdimnak, reménykedve
abban, hogy a matematikdnak a kozépiskolaban egy kicsit elhanyagolt teriiletét megkedveltetem
velikk. Meggyozodésem, hogy az elemi geometria az alkot6 gondolkodésra nevelésben alapozo
jelentoségli. A foglalkozds interaktiv volt, felhaszniltam a dinamikus GeoGebra nyujtotta
lehetdségeket is, ami az esztétikai nevelésnek egy kivalo lehetdsége.

A feladatokat Eigel Ernd, csikszeredai igazgat6-matematikatanar ,,Sikgeometriai feladatok”
cimi gyljteményébdl valogattam. A kiadvany mdsodik kotete ,, Térgeometriai feladatok” cimmel is
megjelent mar. Mindkét kivalé munkat ajdnlom mindenkinek.

Eldadasomhoz és a dolgozat megirasdhoz nagy segitséget nyujtott a feladatgyljtemények
szerzOje mellett Pdlinkds Istvan szoftvermérnok, egykori tanitvinyom, Horvdth Géza lektor is.

K6szonom munkdjukat.
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1. feladat: Igazoljuk, hogy egy olyan szimmetrikus trapéz teriilete, amelynek dtloi egymdsra
merolegesek, egyenld egy olyan négyzet teriiletével, amelynek oldala akkora, mint a trapéz

magassdaga!

Megoldas: Legyen O a trapéz két atl6janak metszéspontja, EF az O-n athalado, az AB és CD alapokra
merQleges szakasz! Az egyszeriség kedvéért vezessiikk be a kovetkezd, kozismert, megszokott

jeloléseket: AB = a és CD = ¢!

A

Mivel a négyszogiink szimmetrikus trapéz és DB [/ CA, ezért az ABOA és CDOA egyenlo szaru
derékszogl haromszog. Az E és F pontok a trapéz parhuzamos oldalainak felezépontjai, igy AEOA

€s DFOA szintén egyenld szari derékszogl haromszog % illetve % befogdkkal. Ebbol kovetkezik a

trapéz teriiletére vonatkozo kozismert szabdly alapjan, hogy:

AB+CD_E _a+tc (; ;)_(a c\?

— — = | — — = 2
tapcp = > > > + 2) EF

Ezt kellett igazolnunk, hiszen EF? megegyezik egy EF oldali négyzet teriiletével.
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2. feladat: AzABCA-ben AD magassdgvonal és AM siilyvonal az dbra szerint. Szamitsuk ki az ABCA

szogeit, ha a BAD 2, DAM « és MAC £ -ek egyenlok (a BC szakaszon a pontok elhelyezkedési
sorrendje: B, D, M, C)!

Ml

L O

D M

Megoldas: Ha BAD/J = DAM/[J és AD [J BM = ABMA egyenld szari és BD = DM, akkor
MC = 2BD =2/DM, mert BM = MC (AM silyvonal, M felez6 pont). Hizzunk merdlegest M pontbdl
az AC oldalra, legyen a talppont M’! Az ADMA egybevagé az AM’MA -gel, mert mind a kettd
derékszogl, mindkettonek megegyezik a feltételben megadott két hegyesszoge, és az AM atfogd
koz6s. Ebbd] kovetkezik, hogy a DM = MM’. Igy 2/DM = 2[MM’ = MC, amibd] kovetkezik, hogy
az MCM’ A félszabdlyos (a 30°-os szoget tartalmazé derékszogh haromszoget nevezziik félszabdlyos
haromszognek, hiszen ez egy szabalyos haromszog ,.fele”), tehat az MCM’« = 30°, igy a DAC« =
60°. Mivel a feltétel szerint a DAM « és az MAC « egyenld, igy ezek mindketten 30°-osak, de a feltétel
miatt a BAD £ is 30°-o0s, tehat a BAC// = 90°, az ABC/[J/ = 60°.

Osszefoglalva: az ABCA félszabalyos, szogei: 30°, 60° és 90°.
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3. feladat: Az ABC hegyesszogii A —ben az A csicsndl levd szog 60°-os, amelynek szogfelezoje
AA’ (A’ [/BC). Az A’ pontbol hiizzuk meg az AB oldalra merdleges A’M szakaszt (M [JAB),
majd az M pontbol az AA’-re meroleges MN szakaszt (N [ AA’)! Igazoljuk, hogy
3[A°M = AA’ + 2[1A°N!

Megoldas: Mivel BAC« = 60° = BAA’« = 30°. A’MN« = BAA’« = 30°, mert merdleges szard
hegyesszogek. Igy mind az AMA’4, mind az MNA’A félszabélyos 4. Ezek kozismert tulajdonsiga
alapjan: 2/A°’M = AA’ és A’M = 2/A’N. A két egyenldséget Osszeadva kapjuk a bizonyitandé allitast:
3A’M =AA’ + 2/A’N.
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4. feladat: AzABCA egyenlé szdrii (AB = AC). Az A csticsndl 1év6 szogét a BC oldal M és N pontjai
dltal meghatdrozott AM és AN szakaszokkal az dbra szerint hdrom részre osztjuk gy, hogy a
BAM 2, az MAN « és az NAC £ egyenlo legyen (harmadoljuk a BAC £ -et). Lehetséges-e, hogy a
BC oldalon keletkezett BM, MN és NC szakaszok egyenldk legyenek: BM = MN = NC?

A

B M N C

Megoldas: Ha BAM« = MAN« és BM = MN lenne, akkor az ABNA egyenl6 szaru lesz, mert az AM
szakasz egyben szogfelezd és sulyvonal is, igy AM oldalfelezd merdleges is kell, hogy legyen, ami
azt jelenti, hogy AM [/ BN, vagyis AMN« = 9(0°. Ugyanigy: ha MAN«Z = NACZ és
MN = NC lenne, az AMCA szintén egyenld szaru lenne, ami azt jelenti, hogy AN [/MC, vagyis
ANM <« = 90°. A két éllitast Osszevetve azt kapjuk, hogy az MNAA -nek két derékszoge van, ami
lehetetlen, igy BM, MN és NC szakaszok egyenldsége az adott feltételek mellett nem lehetséges.
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5. feladat: Az ABCD téglalap (AB>BC) B csiicsdabol hiizott szogfelezo és a B csiicsbol indulo dtlo
15°-0s szoget zdr be az dbra szerint. A B csticsbol hiizott szogfelezd az AC dtlot P-ben, a CD oldalt

E pontban metszi. Jeloljiik O-val az ABCD téglalap dtloinak metszéspontjdt! 1gazoljuk, hogy a
COEA és OEPA egyenlé szdru!

_5,
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Megoldas: Mivel BE egy derékszog szogfelezdje (téglalap), igy CBEZ = 45°, amibol kovetkezik,
hogy BCEA egyenld szaru derékszogli haromszog, igy BC = CE. Mivel 45° + 15° = 60°, a téglalap
atloi egyenldek és felezik egymadst, igy a BCOA szabdlyos, tehat BC = CO. A két egyenléséget
Osszevetve: BC = CE = CO, ami azt jelenti, hogy a COE4 egyenld szard, amit elészorre igazolnunk
kellett. A téglalap tulajdonsagdbdl (minden szoge derékszog) és a BCOA szabalyossdgabdl (minden
szoge 60°) kovetkezik, hogy az OCE~« = 30°. Felhaszndlva, hogy COEA egyenld szarud, igy
COE« = CEO« = 75°. Mivel BCEA egyenld szart és CBE« = 45°, igy CEB« = 45°, amibdl az
kovetkezik, hogy PEO £ =75 - 45° = 30° lesz. A PEOA harmadik szoge a belsé szogek Osszege miatt
igy OPE« = 75°, amibdl kovetkezik, hogy PE = OE (egyenld szogekkel szemben egyenlo oldal van),

igy a OEP4 szintén egyenld szdart, amit mdsodszorra igazolnunk kellett.
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6. feladat: Legyen ABC hdromszog AB oldaldnak M egy tetszolegesen mozgo belsé pontja! B-bol
CM egyenessel hiizott parhuzamos egyenes az AC egyenest az N pontban metszi. Bizonyitsuk be,

hogy az AMN hdromszog teriilete nem vdltozik, ha az M pont mozog az AB szakaszon!

Megoldas: A feltételek alapjan az MBNC négyszog létezik (M belsé pont) és trapéz (MC || BN).
Legyen P az MBNC trapéz 4tléinak metszéspontja!

A

Az MBNA és a CBNA teriiletei egyenldk, mivel BN oldaluk kozos, €s az ezen oldalhoz tartozd
magassaguk az MC || BN miatt egyenld. Ebbol a két egyenld teriiletbdl kivonva a BNPA teriiletét,
kapjuk, hogy az MBPA és a CPNA (nem sziikségszerien egybevagok) teriiletei megegyeznek. Ezt

felhaszndlva, és a konstrukcioét figyelembe véve kapjuk, hogy:
tamn = tampc + tepn = tampcttuer = tapc
Mivel az ABCA fix volt, igy a teriilete sem véltozott, dllandé maradt, amivel igazoltuk allitdsunkat.

Megjegyzés: Ha a feltételek kozott nem ragaszkodunk ahhoz, hogy M belsé pont legyen, akkor
A = M esetén nem keletkezik hdromszog, nincs mit bizonyitani. M = B esetén pedig a keletkezett

hiaromszog megegyezik az ABCA -gel, igy az 4llitas nyilvanvalé.
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7. feladat: Az ABC hegyesszogii hdaromszoghen CAB« = 60°. A BB’ és CC’° magassdgvonalak
egymdst M-ben, mig a CABZ szogfelezojét (fa) a D és az E pontokban metszik az dbra szerinti

elrendezésben. Igazoljuk, hogy az MDEA szabdlyos!

Megoldas: A feltételek kozott megadott CAB« = 60°, és fa szogtelezosége miatt B’AE«Z = 30°. A
derékszogli AEB’4 (BB’ magassdgvonal) masik hegyesszoge igy AEB’Z = 60°, ami a konstrukcio
miatt azonos a DEM « -gel (mds pontokkal jeloltiik). Szintén a feltételek miatt (CAB«£ = 60° és BB’
magassagvonal) az ABB’4 derékszogl, és a masik hegyesszoge ABB’« = 30°. Az ABB’ £ egyben
hegyesszoge a derékszogi MC’B4 -nek is (MC’ a CC’ magassdgvonal része). A belsd szogek 0sszege
miatt a BMC’ £ = 60°. De a konstrukcié miatt a BMC’ £ és az EMD £ azonosak (szintén mds pontokkal
jeloltik), gy az MDEA masik szoge is 60°-os. Tehdt az MDEA-ben igaz, hogy
DEM < = EMD £ = 6(°. Igy az MDEA -nek van két 60°-o0s szoge, amibdl kovetkezik a belsé szogek

0sszegét ismerve, hogy minden szoge 60°-os, tehat az MDEA szabélyos. Ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések: Ha az f, szogfelezd az M magassdgponton megy at, akkor az ABCA szabélyos lesz,
amibdl az kovetkezik, hogy az MDEA nem jon 1étre (elfajuldé hdromszodg), nincs mit bizonyitani.
Elofordulhat az is, hogy az M pont nem az abra szerint a szogfelezo ,.felett”, hanem ,.alatt” lesz. A
bizonyitds ekkor is lényegében megegyezik az eldézdével. Més betlizési szogeket, alakzatokat kell
vizsgélni. Erdemes és hasznos foglalkozni azokkal az esetekkel is, amikor az ABCA nem hegyesszogii
(derékszogli vagy tompaszogll). Ezt az olvaséra bizom, és javaslom, hogy készitsen dbrat

GeoGebrdval, hasznalja ki annak dinamikus funkcidjat, lehetoségét!
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8. feladat: Igazoljuk, hogy egy ABCD konvex négyszogben az dtlok négyzetosszegének és osszegének

ardnya kisebb, mint a négyszog keriiletének a fele!

Megoldas: Jeloljiik az ABCD konvex négyszog oldalait és atloit az egyszeriiség kedvéért az abranak
megfeleléen: AB =a, BC=b, CD =c, DA =d,AC=eésBD =f

Alkalmazzuk elébb az ABCA -ben majd az ACDA -ben a haromszog-egyenlétlenséget: a + b > e,
illetve ¢c+d >el A két egyenldtlenség megfelelé oldalait Osszeadva, majd az igy kapott
egyenldtlenség mindkét oldaldt megszorozva a pozitiv e-vel, kapjuk: 2-e? <e-(a+b +c + d).
Hasonl6an jarjunk el az ABDA -ben és a CDBA -ben! Elészor kapjuk, hogy a +d > f, illetve b +
¢ > f. Folytatva a kordbbihoz hasonl6 eljarast: 2+ f2 < f-(a+ b + ¢ + d). Az 4tlok négyzeteit

tartalmazo két egyenldtlenség megfeleld oldalait 6sszeadva, 2-vel és az atlok pozitiv 6sszegével

e?+f2 _ a+b+c+d _
e+f 2

leosztva kapjuk: k““;CD . Ezt kellett bizonyitanunk, ha figyelembe vessziik az

eredeti négyszdgben az atnevezéseket.
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9. feladat: Igazoljuk, hogy bdrmely konvex sokszognek nem lehet haromndl tobb hegyesszoge!

Megoldas: Jeloljiik a konvex sokszogben a szogek szamat n-nel, a hegyesszogek szamanak
maximumat k-val, a belsé szogek Osszegét S, -nel, a hegyesszogek Osszegét Sur -val, a nem

hegyesszogek 0sszegét pedig Sy« -val!
A jelolésekbdl és a hegyesszog (<90°) értelmezése miatt:
Sni < k90 (*)
Szintén a jelolésekbol €s a konvexitdsbol (minden szog <180°) kovetkezik:
Sp—x <(m—k)-180° (¥%)
Tudjuk azt is, hogy az n oldalu sokszog belso szogeinek 0sszege:
S, =(Mm—2)-180° (F*%)

A nem hegyesszogek 0sszege felirhat6 a belsé szogek 0sszege (***) és a hegyesszogek 0sszegének
kiillonbségeként:

Snk =Sn—Spx=m—2)" 180" — Sh.k
Ezt a sz0gosszeget csokkentjiik, ha a hegyesszogek 0sszege helyett nagyobbat (*) vonunk ki:
Spk=(M—2)-180" =S, > (n—2)-180" — k- 90°
Felhaszndlva még a (**) egyenlotlenséget, kovetkezik, hogy:
(n—2)-180"-k-90°< S,_, < (n—k)-180°

A kettds egyenlotlenség bal oldaldn €s jobb oldalan &ll6 zardjeleket felbontva, majd az
egyenlotlenséget rendezve kapjuk, hogy:

k<4
A jelolések alapjan ez pontosan azt jelenti, hogy az n oldald, konvex sokszégben a hegyesszogek

maximdlis szdma nem lehet tobb, mint hdrom, amit igazolni akartunk.

Megjegyzés: Természetesen az a feltétel, hogy a sokszogiink konvex, elengedhetetlen. Legyen itt egy
koordinata-rendszerben GeoGebrdval szerkesztett, szemléletes ellenpélda, amely nem konvex

hatszogben van négy (haromndl tbb) hegyesszog!
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E \45° 45°y" D
F C
A A 45° 45° N g

Egy mésodik (taldn egyszeriibb) megoldas: a kiilsé szogek Osszege konvex sokszog esetén mindig
360°. Igy, ha haromnal tbb belsé szoge hegyesszog, akkor ott a kiilsé tompaszogek szdma hiaromnal

tobb lesz, legaldbb négy, ami lehetetlen, mert azok 6sszege >360°.
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10.  feladat: Legyen az ABCA -nek a BC, CA és AB oldaldin egy-egy tetszoleges
A; € BC, B, € AC,Cy € AB belso pont! Jeloljiik az AA1 szakaszt 1, -val, BBy szakaszt Iy -vel és
CCj szakaszt I -vel! Igazoljuk, hogy:

1 I+, +I. 3

2 a+b+c 2

Megoldas: Az egyszeriség kedvéért vezessiink be tovabbi jeloléseket az dbra szerint:
AB=c¢, BC=aés CA = D!

A bizonyitast két eset vizsgalataval végezziik: nézziik eloszor a kettds egyenlotlenség bal oldalt,

utdna pedig a jobb oldal4t!

Bal oldali egyenlotlenség G <---):

b+c—a
2

Az ABA4 -ben és az ACA14 -ben: [, > c—ABésl, >b—AC =1, >

a+c—b

A BCB;4 -ben és az ABB14 -ben: I, >a —B,Césl, >c— B A= [, >

a+b—c

Az ACCi4 -ben és a BCCi4 -ben: [, > b — CiAésl. >a—C,B=1.> .

Ha a hidrom egyenl6tlenség megfeleld oldalait 6sszeadjuk, utdna 6sszevonunk és osztunk a pozitiv

(a + b + c) -vel, a bizonyitand6 kettds egyenldtlenség bal oldali egyenlotlenségét kapjuk:

1 I+, +1,

2 a+b+c

Jobb oldali egyenlotlenség ( < 3)

a+b+c
2

Az ABA4 -ben és az ACA1A -ben: I, < c+A;Bésl, <b+A,C=1,<

a+b+c

A BCB;4 -ben és az ABBi4 -ben: [, <a+BCésl, <c+ B A= I, <
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a+b+c

Az ACCi4 -ben és a BCCi4 -benés: [, < b+ CiAésl. <a+C,B=1.< .

Ha a hidrom egyenl6tlenség megfeleld oldalait 6sszeadjuk, utdna 6sszevonunk és osztunk a pozitiv

(a + b + c) -vel, a bizonyitand6 kettds egyenldtlenség jobb oldali egyenldtlenségét kapjuk:

IL+1,+1, 3

a+b+c <2

Mind a két esetben kihasznéltuk, hogy: A;B + A;C =a, BjC +B;A=b és C;A+ (C;B=c. Haa
két eset vizsgalata végén kapott egyenlotlenségeket Osszevetjik, a bizonyitandé kettos

egyenldtlenséget kapjuk:
1 I+, +1. 3

2 a+b+c 2
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Kedves, Erdekl6dd Olvasém!

Ha idéig eljutottdl, reményeim szerint izelitdt kaptdl télem abbdl, hogy igen, szép a geometria.
De miért szép? Lehet erre pontosan vélaszolni? Egy személyes torténettel megprobalom a lehetetlent,
hétha sikeriil.

Ko6zépsd gyermekiink amatorként hatszoros Ironman (3,8 km uszas, 180 km kerékparozas,
42,195 km futds). Minden nagyatadi versenyét, litva a fantasztikus teljesitményét, kiizdelmét,
sziilokként kicsit izgulva, de nagyon biiszkén szurkoltuk végig. Megkérdeztiik tdle tobbszor is: miért
csindlod, hiszen ez annyira nehéz. Sosem volt a kérdésre egzakt, egyértelmu valasz. Egyszer viszont
elkiildte nekiink kérdés nélkiil Juhdsz Gyula - Szerelem? cimi versének utolsé versszakat:

., En nem tudom, mi ez, de jé nagyon,
Fdjasa édes, hadd fdjjon, hagyom.
Ha balgasdg, ha tévedés, legyen,
Ha szerelem, bocsdsd ezt meg nekem!”
Mindent megértettiink. Talan ez a vers lehet a valasz a cimben feltett kérdésre is!
Bizom benne, sokan igy vagytok, igy lesztek vele!

Gyula-Békéscsaba, 2020. marcius 19.

Marczis Gyorgy
matematika-fizika szakos mestertandr

Békéscsabai Andrdssy Gyula Gimndzium és Kollégium
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