Az ABC haromszégben

BC =a; CA=Db; AB =c hossztsagu,
¢s az oldalak hosszaira teljesiil, hogy

a’+b’ =c’.
Bizonyitsa be, hogy

60° < BCAZL <90°)

Megoldas:
Legyen a szokasos jeloléssel BCAL =y .

A feltételi egyenldség bal oldalat szorzatta alakitjuk:
(1) a®+b* =(a+b)-(a> +b” —ab). 1 pont
A haromszog-egyenldtlenség miatt a+b > c, ezért a feltétel és (1) figyelembe vételével

¢’ >c-(a>+b> —ab),
ahonnan c > 0 -val val6 egyszertisités utan:
() c’>a’+b’—ab. 1 pont
A koszinusztétel szerint ¢* =a’ +b*> —2ab-cos y, igy (2)-bdl

a’+b?—2ab-cosy >a* +b’> —ab

kovetkezik, ahonnan rendezés €s az ab > 0 szammal val6 osztas utan adodik, hogy:

(3) cos y < % 1 pont

Tudjuk, hogy, cos60° = %, tovabba az f(x) =cos X fliggvény a ]O; 71'[ intervallumban

szigoruan monoton csokken, ezért (3) miatt y > 60°. 2 pont

b) Masodszor belatjuk, hogy ¥ <90°, vagyis azt, hogy y hegyesszog.

Indirekt médon bizonyitunk: tegyiik fel, hogy » >90°, azaz tegyiik fel, hogy a

haromszog derékszogli, vagy tompaszogi. 1 pont

Ekkor az oldalhosszak négyzeteire teljesiil, hogy

4) a’+b*<c’.

Szorozzuk meg a (4) egyenldtlenség mindkét oldalat ¢ > 0 -val, ebbdl adodik, hogy
a‘c+b’c<c’,

ahonnan a feladat feltétele szerint:

(5) a’c+b’c<a’+b’. 1 pont



Az (5) egyenldtlenség atrendezhetd a kdvetkezdképpen:
(6) a’-(c—a)+b’-(c-b)<0. 1 pont
Mivel minden haromszdgben a legnagyobb szdggel szemben van a leghosszabb oldal, és
az indirekt feltétel szerint y a hdromszog legnagyobb szoge, ezért ¢ >a és c>D.
Eszerint a (6) egyenl6tlenség bal oldala pozitiv, ezért (6) nem allhat fenn. 1 pont
Indirekt feltételiink tehat nem teljesiilhet, azaz valoban
¥ <90°.
Eredményeinket egyesitve 60° < y <90°, és ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk. 1 pont

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: a (4) Osszefliggés bizonyithato példaul a koszinusztétellel is.





