2. feladat

Egy haromszog oldalszakaszain felvettiink egy-egy pontot igy, hogy az ezek 6sszekotésével
keletkez§ négy részharomszog teriilete egyenlé. Mutassuk meg, hogy a pontok az oldalak
felez&pontjai.

Els6 megoldas: Legyenek az ABC haromszég AB, BC, AC oldalan felvett pontok rendre
Cy, Ay, By. Legyen még AC1/AB = z, BA;/BC =y, és CB1/CA = z. A haromszig
teriiletére vonatkozé6 képlet alapjan

TaB,c, ABq - ACY -sina

Tac AB - AC -sina ( 2)-z /

Hasonléan kapjuk, hogy (1 — ) -y = 1/4, valamint (1 —y) -z = 1/4. (3 pont)

Az els6 egyenletbdl z-t kifejezve majd a harmadikba helyettesitve (1—y)-(1—1/(4x)) = 1/4,
azaz 1 —y = x/(4x — 1). Ezt a mésodik egyenletbe helyettesitve z-re az

Jr—1 1

1-— =-

0= 1= 1
egyenlet adodik. Innen atrendezéssel 422 — 4x + 1 = 0, amit egyediil az x = 1/2 érték
elégit ki. (3 pont)
Ezt az egyenletekbe visszahelyettesitve y = z = 1/2, vagyis a pontok valéban az oldalak
felez&pontjai. (1 pont)

Masodik megoldas: Hasznéljuk az el6z6 megoldasban bevezetett jeloléseket. Valasszuk
meg az egységet ugy, hogy az ABC' haromszog teriilete éppen 1 legyen. Ekkor az ABCh,
BC1A,, CByA; haromszogek mindegyikének tertilete 1/4, és rendre egyenls az z(1 — z),
y(1 —x), 2(1 —y) értékekkel. (3 pont)

A szédmtani és mértani kozép kozotti egyelStlenségek alapjan

x+(1—z)+y+(1—x)+z+(1—y)
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5= VTaB,c, + V/ITpc,a, + VI a, <
(3 pont)

Egyenldség csak tgy allhat, hax =1—z,y=1—x,ész=1—y, ahonnanz =y =z =1/2

adodik. Az osztopontok tehat felez6pontok. (1 pont)





