Olimpiai szakkoér, Dobos Sandor 2008/2009

2008. szeptember 19.
Ezen a szakkorén a Ceva és Menel aosz tételt eevenitettik fel, tobb gyakorl 6 feladattal, néhany
|ehetséges dltalanositassal. Tovabbi feladatok:

1. a,=2"+3"+6"-1 (n=1, 2, ...) Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan pozitiv egész szamot,
amdly relativ prim a sorozat minden tagjahoz.

2. Az ABCD konvex ngyszogben BC=AD, de nem parhuzamosak. E és F rendre BC és AD belso
pontjai, BE=DF. Most egyenesek kdvetkeznek: AC és BD metszete P, BD és EF metszete Q, EF
6s AC metszete R. E és F valtoznak, tekintjik az 6sszes PQR haromszoget. Biz. ezek korilirt
koreinek van P-t6l kilonbdzé kozos pontja.

3. Egy versenyen 6 feladat volt. Barmely két feladatraigaz, hogy a versenyzék 2/5-6d részéné
tobben oldottak meg mindkettst. Senki nem oldotta meg mind a hatot. Biz. van legaldbb két
olyan versenyzé, aki pontosan 5 feladatot ol dott meg.

4. Tédjeshatvanynak nevezzik a t° alakl szamokat, ahol t,s>1 egészek. Mutassuk meg hogy

minden n-hez |étezik olyan n elemii halmaz, melynek barmely nem Ures részha mazaban az
elemek étlagateljes hatvany.

2008.0ktbber 2.
A szakkoron bebizonyitottuk az Euler-Fermat és a Wilson tételt. A feladatok a kdvetkezék voltak:

1. Biz. minden pératlan n-re n2" - 1.

2. Milesz 1793%* utolso két jegye?

3. Tegyik fel 19a” +b* Bizb 19-ce oszthato.

4. Meély p primrevan olyan b, hogy plb® +17?

5. Biz. minden egésznek van olyan tébbese, amely néhany 1-es majd néhany 0-bdl Al.
6. Biz. 100 egész kozll kivaaszthatd néhany, amelyek dsszege 100-zal oszthato.

7. lgazoljuk, hogy minden pozitiv egész n szamnak van olyan tébbese, amelyben ajegyek dsszege
n.

Hézi feladat:
8. Mely szamoknak van olyan tébbese, amelyben csak 1-es és 2-es jegyek vannak?

9. Legyen knem neg. egész. Tegylk fel a;, ... ,a. egészek legfeljebb 2k killonbdzé maradékot
adnak n+k-val osztva. Bizonyitsuk be, hogy a szamok kozll néhény dsszege oszthatd n+k-val.

2008. oktober 17.

A szakkoron polinomos feladatok szerepeltek és a hozzajuk kapcsol 6d6 ismereteket beszéltik meg.
1. p(xX) egész egylitthatds polinomra p(3)=p(7)=2. Lehet-e egész helyen 9 a helyettesitési érték?

2. Lehet-e X*- 2x*- 2x- d mindharom gyoke raciondlis?
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3. Egy egész egylitthatos polinomot (x-1)-gyel osztvaa maradék 2, (x-2)-vel osztval. Mennyi a
maradék (x-1)(x-2)-vel osztva?

4.  Tudjuk, hogy xp(X)=(x-3)p(x+1) minden val6s szamra és p(4)=-12. Mi lehet p(X) polinom?

5. Hatarozzuk meg azokat a killonbozé ay, ... ,an egész szamokat, amikrea 1+ CN) (x- &a)felirhato
két legal abb el séfokl egész egyitthatds polinom szorzataként.

6. f(x)=x"+5x""+3, n>1 egész. Bizonyitsuk be, hogy f(x) nem irhat6 fel két legal&bb elssfoku
polinom szorzataként, ahol mindkét polinom egyitthat6i egészek.
Hézi feladat

7. Legyen p(X) negyedfoku raciondlis egyiitthatés polinom, féegyttthatdja 1. Tudjuk, hogy egyetlen
val6s gydke van. lgazoljuk, hogy ez a gyok raciondlis.

2008. november 7
1L @ak®; o a k*; (c) a k(k+D(k+2)(k+3); (d)a( D*k?; (e)a k!

k=1 k=1 k=1
J 1 g 1 Py K
2. _ ) ——
@ a L k(k+1)° ) a S k(k+D(k+ 2) © al( ) (4k? - 1)
10000 1
3. Mennyi Negészrésze. N = a ”
k=1

4. Biz.\/1+}+£+\/l+l+l+ S+ 1+i+ 1 En+l.
1 4 4 9 n® (n+1)?

5. Mennyi M egész része
1 1 1 1

= + + +..+
VI+V2 V3+44 B+ T 2009 - 2++/2009° -

6. Biz é_ ilzl, ahol S={pozitiv egészek |egal abb méasodik hatvanyai} .

Ki's

2008. november 21.

Jel6léseink: r beirt kdr sugara, R koréirt kor sugara, ma magassag, fabelsé szogfelezd, s« silyvonal, ra
hozzéirt kor sugara, da oldalegyenestél mért tavolsag, Ra csticstdl vett tavolsag
1. Biztetszéleges hdromszognél:

@IEGmME£Y f, £ s, £45R;
0 & faEéq/rarb £\/§s£é r, =r+4R;
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© 27r2£ém§£éfa2£sz£és§=g° a’ £ 2 R
1 _ o1 _ g 1,1, g1, 2

d ==q4 == —3 — 3 —3 =

(d) . ara ama a . a R

(© ar2327? (f) AR<Qr, £45R
2. Erdés—Mordell egyenlétlenség: tetszéleges belsd pontra é R, 3 Zé d,.

3. Legyen P az ABC hegyesszdgii hdromszog bel sejében fekvo pont. Bizonyitando, hogy a
haromszog kertletén fekvo pontoknak a P-t6l val 6 tavolsagai kozil alegnagyobb |egal dbb
kétszer akkora, mint alegkisebb.

4. Egy korbe irt sokszdg oldalainak négyzettsszege mikor lesz maximalis?
5. ABC haromsztg magassagpontjaM, M vetillete az oldalakon A, B', C'.

- 2
Biz () MAE R; .

2008. december 12.
1. Melyp, qprimekreteljesil, hogy p°*- g°> =(p+q)* ?

2. Biz nincsegész (nemtrividlis) megoldéasa (a) X° - y> =4; (b) 4xy- x- y=Z7°.

3. lgazoljuk, hogy megadhatd n killonbdzé pozitiv egész, amelyek reciprokanak dsszege 1.

4. Lehet-e néhany szomszédos egész reciprokanak dsszege egész?

5. lgazoljuk, hogy minden pozitiv egész n-re van egész megoldéasa: x> + Xy +y> =7".

6. Van-evégten sok olyan egész oldalu derékszogii hdromszog, ahol a befogok kil onbsége 1?

7. Nemnegativ egész megoldasokat keresiink (a) x° +2y® =4z%; (b) 2*- 1=xy.

2009. januar 9.

A szakkor feladatai: 2008/9-es OKTV |I. kat 2. fordulé és 2000/1-es OKTV 1. kat dont6

1. Adjuk meg avalés szdmoknak azt alegb6vebb részhalmazét, melyen az f(x) flggvény
értelmezhet6 és hatédrozzuk meg a fliggvény értékkészletét ezen az értelmezési tartomanyon.

f(x)=\/1- Vx-2-x.

. y ) . ... &Xu éxu_ X
2. Hatérozzuk meg a kbvetkez egyenlet val s megol dasait: Sru_ertl_2

3. Egy 1 milliard lakost orszaghan egy olcso AIDS teszt bevezetését tervezik. Tudjuk, hogy kb.
minden ezredik ember fertézott. Kidertlt, hogy a betegek 99,9\%-andl pozitiv, viszont sgnos az
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egészsegesek 0,1\%-andl is pozitiv eredményt ad ateszt. llyen paraméterek mellett elvetették a
haszndlatat. Egy matematikus azt javasolta, hogy végezzék el kétszer egymas utan a vizsgalatot
és hamindketté pozitiv, csak akkor kiildjék orvoshoz a pécienst. Igy mér bevezethet lett ateszt.
A kovetkezé két kérdéssel arra keressiik a vdlaszt, mi ennek a magyarézata. (a) Szamitsuk ki a
val 6szintiségét, hogy beteg valaki, haaz els6 teszt pozitiv. (b) Szamitsuk ki a val 0sziniiségét,
hogy beteg valaki, hamind a két teszt pozitiv.

4. Aza, b, coldaut terlleti hegyesszdgii hdromszogre abc=a+b+c teljesil. Biz. be, hogy

V3 3

——<t<=.
2 2

5. Legyenac pozitiv egész ésjeldlje ¢, cs, C7 és g rendre a ¢ azon pozitiv osztéinak a szamét,
amelyek utolsd szamjegye 1, 3, 7 il1.9. Bizonyitsuk be, hogy ci+cg® cs+cy.

6. Adottak asikon ak; ésk; korok, valamint a P pont. Szerkesztend6 olyan a P-n &mené e egyenes,
amely akoroket (i=1,2) A, Bi pontokban metszi Ugy, hogy a ki kérvonalak alkalmas Ci pontjaira
AC, = AC, =B, =B,C, tdjesill. ( Nem szikséges annak diszkutélasa, hény ilyen e
egyenes létezik, illetve létezik-e egydltalan ilyen e egyenes.)

7. Adott k+ m darab kil6nbtz6, 1-nél nagyobb egész szam, a,, a,,...,a,,b,,b,,...,b, ahol

mindegyik a; paros sok, mindegyik by pedig paratlan sok (nem feltétlentl kill6nbdz6) prim
szorzata. Hanyfé eképpen lehet a k+ mdarab szam kozil néhanyat (akar egyet sem, akar az
Osszeset) kivalasztani Ugy, hogy barmelyik b-nek (j=1, 2, ..., m) akivaasztott szamok kozott
paros sok osztdjalegyen?

2009. januar 23.

1. Biz. a,a,,...,a, pozitivszamokra

2 2 2 2
a a a
a + 2 4 4 n-1 n 31&81.
ata, a,+ta a,,ta, a,ta 2

2. Mdy (xy,2) pozitiv egészekre teljesiil: X+yl=15>2%?

3. Hatérozzuk meg alegkisebb val 6s ¢ szamot, amelyre barmely hdromszdg kerliletén van két pont,
melyek a kerlletet felezik és tavolsdguk nem nagyobb a kertilet c-szeresénédl.

4. Meély poz. prim valamely poz. eg. kitevés hatvanya irhaté fel két pozitiv egész kobének
Osszegeként.

5. Van-eolyan f(X) egész egyltitthat6s, 2009-edfokl polinom, amelyre barmely n egészre az f(n),
f(f(n)), f(f(f(n))),... szdmok paronként relativ primek?

6. Legyenn>2,az a,,a,,...,a, szamok dsszege pozitiv. Ezen szamok egy b;,b,,...,b,
permutéciojat jonak hivjuk, ha b, +b, +...+b, >0, k=1,2,...,n esetén. Legaldbb hany jo
permutéacio van?

7. Az ABC haromszdg A, B, C cstcsainak meréleges vetllete rendre a C, A, B- bdl indul 6 kiilsé
szogfelezére A', B', ésC'. Az A'B'C’ koréirt kor sugarad. ABC hdromszogbe irt kor sugarar,
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félkerlletes. Biz. d? =r? +s2.

8. Adottegy n® pont( egyszerii graf. (n=3k+1, k. poz.eg.). Legaldbb hany ée van, habarmely n
pont kozt lesz négy, amely teljes négyes?

2009. februar 6.
A 2002-es IMO feladatai

2009. februar 20
A 2003-as IMO feladatai

2009. mar cius 6.
Az OKTV Il éslll kategéria dontds feladatai

2009. mér cius 20.

A Suréanyi Janos emlékverseny (els6 olimpiai valogato) feladatai:

1. A derékszogii koordinatarendszerben nevezzilkk doboznak az olyan téglalapokat, amelyeknek
oldalai atengelyekkel parhuzamosak. Ha két doboznak van kdzos belsd, vagy hatarpontja, akkor
6ket metszoknek nevezzik.

Legfeljebb mekkora lehet n, ha megadhatd n doboz Ba,By,...,Bn Ugy hogy Bi és B;j akkor és csak
akkor metsz6k, ha n nem osztja sem i—(j+1)-et, sem i—(j-1)-€t.

2. Az ABC héromszog beirt kore az AB és AC oldalakat rendre a D és E pontokban érinti. A beirt
kornek és az AEB haromszog koré irt kornek E-t6l kuldnbdzé kdzos pontja legyen F, aD pont
meréleges vetillete az EB egyenesen G. lgazoljuk, hogy 2ABED=BFGD.

3. lgazoljuk, hogy a g-1082'-1082°-10 g2 - 10 szamok csupa kil6nb6z6, péaratlan
. ki Z’ Z! Z""! n- : O’
o581 582 51

maradékot adnak 2" -nel osztva.

TovabbaaRomaniai Matematikai Mesterek verseny 2009 feladatai:
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