Olimpiai szakkor, Dobos Sandor 2013. szeptember 20

1. Bizonyitsuk be, hogy barmilyen pozitiv egész k és n szdmok esetén taldhatd k (nem
feltétlendl kilonbozo) pozitiv egész: m;,m,,...m, , amikre
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2. A sik 4027 pontjabol dl6 aakzatot nevezzik kolumbiainak, ha 2013 piros, atobbi kék és

az alakzat semely harom pontjasincs egy egyenesen. Néhany egyenes meghlzasaval a
sikot tartomanyokra bontjuk. Az egyenesenek ezt az elrendezését a kolumbiai alakzatra
nézve jonak nevezzik, ha semely egyenes sem megy at az alakzat egyetlen pontjan sem
és nincs olyan tartomany, amelyik mindkét szinii pontot tartalmaz. Hatarozzuk meg a

legkisebb olyan k értéket, amire igaz, hogy a 4027 pontbdl allé barmely kolumbiai
alakzatravan k egyenesbél dlé j6 elrendezés.

3. Az ABC haromszdg A cslcsaval szemkdzti hozzairt kore érintse a BC oldalt az
A pontban. Hasonlan definidjuk aCA oldal B, ésaz AB oldal C, pontjét. Tegyuk fel,
hogy az A B,C, haromszog korulirt korének kdzéppontja az ABC hdromszog koreé irt
koron van. Bizonyitsuk be, hogy az ABC hdromszog derékszogi.

4. Legyen az ABC hegyesszdgii hdromszdg magassagpontjaH és legyen W a BC oldal egy
belsé pontja. A B-bél ill. C-bél indulé magassagok talppontjai legyenek Mill. N. Jeldlje
®, aBWN haromszog korulirt korét éslegyen X az o, kor azon pontja, amire WX o, -
nek &mérdje. Hasonl6an, jeldlje o, a CWM haromszog kordlirt korét éslegyen Y az o,
kor azon pontja, amireaWY o, -nek atmeréje. Bizonyitsuk be, hogy az X, Y, és H pontok
egy egyenesen fekszenek.

5. Jelolje Q" apozitiv racionalis szamok halmazét. Legyen f:Q*—R olyan fiiggvény, ami
kiel égiti akovetkezé harom feltételt: (i) Minden x,y poz. rac esetén f(X)f(y)>f(xy);(ii)
Minden X,y poz. rac esetén

fOcty)>f(x)+(y); (iii)
Létezik olyan a>1 raciondlis szam, amire f(a)=a.
izonyitsuk be, hogy f(x)=x minden poz. rac. x esetén.

6. A sikon van 2n pont, nincs harom egy egyenesen. Min hany egyenessel vaghato fel a sik
tartomanyokra ugy, hogy minden tartoméanyban legfeljebb egy pont legyen?

7. Az ABC hdromszog minden oldalét a k kor két pontban metszi. A’ és A” sth. Biz ha AA’,
BB’ és CC’ egy ponton megy &, akkor AA”, BB” ésCC” is.

8. Van-eolyanf: R—R flggvény, amely barmely valés x-re kiel égitik az
(fO)? +f(2) +1=0
Osszefliggést.

9. nxn-estéblaba beirjuk 1t6| n*-ig apoz. egészeket. A szomszédos mezékon levd szamok
eltérésének vesszilk alegnagyobb értékét, legyen ez M. Mi M lehet6 legkisebb értéke? (A
szomszédos csak oldal szomszédost jelent.)



