Olimpiai szakkor 2014-09-19.

21n+4

. Bizonyitsuk be, hogy {775

. IMO 2014, 1. feladat.

tort nem egyszertsithetd.

. 20 haromszog kozott van-e mindig olyan, amelyik lefedheté a tobbivel?

. IMO 2014, 2. feladat.
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. Felbonthaté-e az 2* + 23 + 2% + x + 12 polinom legalabb elséfoki, egész egyiitthatés polinomok szorzatara?

6. Egy m X n-es tablazat mezGiben all egy valés szam gy, hogy minden sorban és oszlopban a szamok Gsszege
egész. "‘Kerekithetjiik"’-e a szdmokat gy, hogy a sorok és oszlopok 0sszege ne valtozzon, és minden mezében az Gj
egész és az eredeti szam kiilonbsége 1-nél kisebb legyen?

7. Egy alpinista 1000 méter magas sziklara szeretne feljutni. Ha a szikla t6vében 1év taborban alszik, akkor
méasnap oranként 40 métert tud maszni felfelée. Ha a sziklan éjszakazik, akkor csak 30-at. Mészas kozben rogziti
a méaszokotelét. Kész kotélen 400 métert tud 6ranként megtenni felfelé és elhanyagoljuk azt az id6t, amit esetleg
leereszkedéssel tolt. Hany nap alatt érhet fel, ha napi 6 6réat képes maszni (beleértve a kotélen mészast is)?

8. Egy teremben 11-en vannak. Tudjuk, hogy akarhogyan is valasztunk ki koziiliik kett&t, a tobbiek koziil pontosan
egy ismeri mindkett&jiiket. Mutassuk meg, hogy van a teremben olyan, aki mindenki mést ismer.

Olimpiai szakkor 2014-10-03.

Jelolések: s a fél keriilet, r a beirt kor, R a koréirt kor, r, az a oldalt érinté hozzairt kor sugara, az a oldalhoz m,
magassag, f, belsd szogfelezs, s, sulyvonal.

1. ABC hegyesszogii haromszog. Mely P pontjara lesz PA + PB + PC maximélis, illetve minimalis?

2. IMO 2014, 4. feladat

3. Bizonyitsd be, hogy minden tetraédernek van olyan csiicsa, hogy a bel6le indul6 élekbdl hdromszog készithets.
4. IMO 2014, 3. feladat
5

. Bizonyitsuk be a kdvetkez6 geometriai egyenltlenségeket:

(a) QTSZmaSZfagzsaggR,
(b) ZfaSZ\/%S\/g-sgzra:r_i_zut
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(e) 27’2 > 27r?, (f) 4R < Zra < gR.

Y
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6. Legyen P az ABC hegyesszogi haromszog belsejében fekvs pont. Igazoljuk, hogy a haromszog keriiletén fekvd
ponmtoknak a P-t6l vald tavolsagai koziil a legnagyobb legalabb kétszer akkora, mint a legkisebb.

; . ) . . Rr?
7. ABC héaromsz6g magassagpontja M, M vetiilete az oldalakon A’, B’, C’. Mutassuk meg, hogy [ M A" < =-.



Olimpiai szakkor 2014-10-17.

1. Igazoljuk: n egész szam kozott van néhany olyan, melynek Osszege oszthaté n-nel.
2. Az 1,2,...,2n szamokbol kivalasztva n + 1-et, van ezek kozott ketts ugy, hogy a kisebbik osztja a nagyobbikat.
3. Ha (a,b) = 1, akkor létezik olyan z,y egész szam, hogy ax — by = 1.

4. Egy sakkmester 77 nap alatt legfeljebb 132 partit jatszott, de minden nap jatszott legaldbb egyet. Mutassuk
meg, hogy van néhany egymas utani nap, melyek alatt éppen 21 partit jatszott.

5. Az 1,2,...,101 szamokat valamilyen sorrendben felirtak. Allitas: letorolhets 90 tigy, hogy a maradék monoton
novs, vagy csokkend sorozatot alkosson.

6. Mely szamoknak van olyan tobbese, amelyben csak 1 és 2 jegyek szerepelnek?
7. Van-e olyan Fibonacci-szdm, amely legaldbb 2010 darab O-ra végzsdik?

8. Egy 5m?-es szobaban van 9 szényeg, mindegyik 1m? teriiletdi. Igazoljuk, hogy van két olyan szényeg, amely
legalabb 1/9m? teriileten fedi egymast.

9. Igaz-e, hogy minden pozitiv egész n-nek van olyan tobbszordse, melyben a jegyek Gsszege n?

10. Igaz-e, hogy minden pozitiv egész n-nek van olyan t6bbszorose, melyben a jegyek Osszege megegyezik n
jegyeinek Gsszegével?

11. Nevezziink egy pozitiv egészet alterndlénak, ha jegyei koziil nincs két szomszéd, amely azonos paritasa. Mely
n pozitiv egészeknek van alterndlé tobbszorosiik?

Olimpiai szakkor 2014-11-07.

1. Prim-e 100...01, 1280000401, 545% + 45457
——
2009 db

2. Biz. nincs 9-jegyd négyzetszam, melynek jegyei az 1,2,...,9 valamely sorrendben, és amely 5-re végzidik.

3. Valasztunk egy tobbjegytd N szamot, majd készitiink egy végtelen sorozatot gy, hogy mindig egy jegyet - ami
nem 9 - jobbra a végére irunk. Biz. végtelen sok Osszetett szam lesz a sorozatban.

4. Az 1,9,7,7,4,7,5,3,9,4, 1 sorozatban az 6t6dikt6l kezdve minden elem az el6z6 négy Osszegének a 10-es mara-
déka. Elsfordul-e a sorozatban a kovetkezd részlet: (a) 1,2,3,4, (b) 3,2,6,8, (c) 0,1,9,77?

. A csupa 0-n kiviil hany egész megoldésa van az 2 + y? + 22 = nxyz egyenletnek, ha (a) n =2, (b) n = 37
. Mely pozitiv egész n esetén lesz négyzetszam Ln +/n+ %Jr’
. Adjunk meg olyan 2-vel és 9-cel oszthat6 szamot, amelynek (a) 14, (b) 15, (c¢) 17 osztdja van.

. Biz. végtelen sok olyan porzitiv egész n van, amelyre 2" végz&dése éppen n.

© 00 = O Ot

. Biz. ha n > 3, akkor 2" felirhato 2" = 722 4 y? alakban, ahol z és y paratlan egészek.



Olimpiai szakkor 2015-11-21.

1. Robinson kituszott a partra és ott talalt egy cédulat, melyen ez allt: "A kokuszpalmatol 1épkedj el a sziklaosz-
lopig, szamold a lépéseket, ott fordulj balra derékszégben és 1épj ugyanannyit. Ez a pont legyen X. Men]j vissza a
koékuszpalmahoz és 1épkedj el a forrasig, tjra szamold a 1épéseket, fordulj jobbra derékszégben és 1épj ugyanennyit.
Ez a pont legyen Y. X és Y kozott félaton astuk el a kincset." Sajnos a kékuszpalmat kidonthette a vihar, a szikla és
a forrds viszont megvan. Segits Robinsonnak megtalalni a kincset.

2. Egy négyszog oldalaira kifelé négyzeteket rajzoltunk. Biz. a szemkoztiek kbzéppontjait Osszekotd szakaszok
egyenld hossziak és merdlegesek.

3. A tér négy pontja A, B,C,D. Ha a tér minden X pontjara AX? + CX? = BX? + DX?2, akkor mi teljesiil
ABC D-re?

4. Az ABC haromszog oldalaira kifelé rajzoljuk a kdvetkezd téglalapokat: ABB;As, BCC1 By, CAA1Cy. Bizo-
nyitsuk, hogy az A; As, By Bs, C1C5 felez6merdlegesei egy ponton mennek at.

5. Biz. az ABC szabéalyos haromszog koréirt korének tetszéleges P pontjara PA™ + PB™ + PC™ ugyanannyi, ha
n € {2,4}.

6. (Euler tétele) Az ABC D négyszog kdzépvonalai M N és PQ. Igazoljuk: AC? + BD? = 2(M N? + PQ?).

7. Biz. a tér tetszoleges A, B, C, D pontjéra a) AB?+ BC?+CA? < 3(DA?+DB?+ DC?),b) AB L CD pontosan
akkor, ha AC? + BD? = AD? + BC”.

8. Az ABCD hurnégyszog oldalfelezGpontjaibol merélegeseket éllitunk a szemkozti oldalakra. Biz. egy ponton
mennek at ezek a vonalak.

9. Az ABCD konvex négyszog atloinak metszéspontja P, AB = AC = BD. Az ABPA Kkoréirt és beirt korének
kozéppontja O és I. Biz, ha O és I kiilonbo6z6ek, akkor OI L CD.

10. ABCD hurnégyszog koréirt korének koézéppontja O. Az AB és C'D egyenesek M-ben metszenek, az ACM és
BDM korok pedig {M, N} pontokban. Biz MNOZ = 90°.

Olimpiai szakkor 2015-01-09.

1. Legyenek A és B a k kor belsejében az O kdzéppontra szimmetrikus pontok. A koron kiviili teszéleges P pontra
PA < PB. A PA atmérGji kor k-t M és N pontokban metszi. Bizonyitsuk be, hoy MPAZ = BPN /.

2. Lehet-e 2™ + 3™ négyzetszam, ha n pozitiv egész?

3. Oldjuk meg az egész szdmok halmazan: = +y + 2z = 0, 22 + y? + 22 = 378.

4. Egy haromszogben tan o + tan § = 2tan+y. Igazoljuk, hogy sin 2« + sin 28 = 2sin 2.

5. Egy idiil6 barmely harom lakéja kozott van ketts, aki nem ismeri egymaést, de barmely 7 k6z6tt van legalabb
2, aki ismeri egymast. Az tidiilés végén mindenki megajandékozza minden ismerGsét egy-egy képeslappal. Bizonyitsuk
be, hogy n idils eetén legfeljebb 6n képeslapra van sziikség. Adjunk n-re fels§ korlatot!

6. Oldjuk meg a pozitiv egészeken: 3" +4" +--- + (n +2)" = (n + 3)"™.

7. Egy kiilonb06z6 szamokbol all6 szamtani sorozatrol tudjuk, hogy kilencedik tagja a masodik tag kobével egyenld,
tovabbé a mésodik tag négyzete és negyedik hatvinya is tagja a sorozatnak. Irjuk fel a sorozat elsé két tagjat.

8. Mutassuk meg, hogy 1-t6l 1986-ig a természetes szamok kiszinezheték két szinnel dgy, hogy ne forduljon el
olyan 18 tagt szdmtani sorozat, amelynek minden eleme azonos szind.



Olimpiai szakkor 2015-01-23.

1. Az ABCD téglalaphol ugy vagtuk ki az AXY szabélyos haromszoget, hogy X € BC, Y € CD. Allitas: a
téglalapbol megmarad6 harom derékszogl haromszog koziil kettd teriiletének Osszege a harmadik teriiletével egyenld.

2. Adott: a,b,c > 0. Legyen f(z) = Va2 + 22 + /(b —x)% + ¢2. Mi az f minimuma?

3. A C cstucsu szog egyik szarara mérjiik fel a C' A, masikra a C'B szakaszt ugy, hogy CA 4+ CB adott. Biz. van
olyan P # C pont, hogy az Gsszes ilyen haromszog koré irt kor dthalad P ponton.

4. Tekintsiik az 1,2,...,1986 szamokat. Legfeljebb hany valaszthato ki bel6liik ugy, hogy nincs koztiik harom
egyméshoz paronként relativ prim?

5. A Mathlon olyan verseny, amely M kiilonféle atlétikai szambol all. Egy ilyenen héarman vettek részt: A B,C.
Minden versenyen a gyéztes p, a masodik ¢, a harmadik r pontot kap, ahol p > ¢ > r > 0 egészek. Holtverseny nem
volt. Tudjuk, hogy A,B,C rendre 22,9,9 pontot szerzett.

Tegyiik fel, hogy B nyerte a 100 méteres sikfutast. Mennyi lehet M, és ki volt a masodik magasugrasban?

6. Mely egészekre igaz xyz + rz +yz —xy —x — y + 2z = 19867

7. Igaz-e, hogy ha w és v olyan valésok, amelyekre u, v, uv egy racionélis egyiitthat6ja harmadfokd polinom hérom
gyoke, akkor wv racionélis?

8. Mely m szamra létezik m darab paronként kiilonb6z6 maradékot adé szam (mod m), melyek mindegyike csak
az 1 szamjegyet tartalmazza?

Olimpiai szakkor 2015-02-06.

1. Mely a,b,c > 0 egészekre lesz a! - bl = a! 4+ b! 4 ¢!?
2. Az els6 1986 szamot valamilyen sorrendben egymés mellé irtuk. Kaphatunk-e igy négyzetszamot?

3. Adott egy 25-jegyl A természetes szam. Egy abc szam kiolvashaté A-bol, ha A-ban a-t6l jobbra van b, b-t6l
jobbra van ¢. Mutassuk meg, hogy van olyan nem 0-val kezd&dé csupa kiillonbo6zé jegybdl allé abe szam, amely nem
olvashato ki A-bol.

4. Egy 25 x 25-6s négyzet alaki tabldba az 1 és —1 samokat irtuk. Minden oszlop ala odairjuk a szdmok szorzatat,
ugyanigy a sorok mellé. Lehet-e az igy kapott 50 szdm Osszege 07

5. A [0;1]-en értelmezett folytonos f fiiggvényre f(0) = 0, f(1) = 1, tovabba minden 0 < = < 1-hez van olyan h,
hogy 0<z—-—h<axz+h<l1lés f(z)= W Igazoljuk, hogy f(z) = x minden x € [0; 1]-re.

6. Az ABC héaromszog silypontja S, és az AS, BS,CS félegyenes a koriilirt kort Ap, By, C7 pontban metszi.
Igazoljuk, hogy SA; +SB; + SCy > SA+ SB+ SC.

7. Egy szabalyos o6tszognek P belsé vagy hatarpontja, és tavolsaga az oldalaktoél valamilyen sorrendben d < dy <
ds < dy < ds. Hatarozzuk meg d3 maximaélis és minimélis értékét.



Olimpiai szakkor 2015-03-04.

1. Egy 1 x 1 méteres négyzet alaki ketrecben egy tizméteres anakonda van. Miinchausen baré azt allitja, hogy
egyetlen lovéssel legalabb hat helyen at tudja 16ni. Nem tuloz egy kicsit a bar6? (Tekintsiik az anakondat tiz méter
hosszu térottvonalnak.)

2. Arthur kirdly kerekasztala mellett 13 lovag iil, ezek k csaladhoz tartoznak (1 < k < 13). Valamenynien egy
arany, vagy egy eziist serleget tartanak a keziikben, az aranyserlegek szama éppen k. Arthur kirdly parancsot ad a
lovagoknak, hogy a koévetkezs percben adjék at serlegiiket a jobb oldali szomszédjuknak, majd ezt ismételjék 12-szer.

Bizonyitsuk be, hogy valamelyik percben volt két azonos csaladbol szarmazé lovag, akik aranyserleget tartottak a
keziikben.

3. Egy 5 x 5-0s telket 25 darab parcellara osztunk. Van 25 manénk, akik koziil mindegyik legfeljebb harom maésikat
utal. (Az utalat kolesonds.) Szétoszthatok-e a manok a parcelldkba gy, hogy senki se utalja a szomszédait?

4. Egy szabélyos hatszoget készitettiink 24 egybevagd kis szabélyos haromszogbdl. Az igy kapott halozat 19
racspontjahoz kiilonb6z egészeket irtunk. Bizonyitsuk be, hogy a 24 kis haromszog kozott lesz legaldbb 7 olyan,
amelyek csécsaiban levé 3 szam a pozitiv forgdsirany szerint névekszik.

5. Legfeljebb mennyi lehet egy iranyitott teljes grafban a haromszogek szama?
6. Egy 2n pontt grafban van n? + 1 él. Igazoljuk, hogy van benne legalabb 1, s6t legalabb n haromszog.

7. Igazoljuk, hogy egy tetszsleges grafbol ki lehet t6rdlni az élek nem t6bb, mint ﬁ—ed részét ugy, hogy a maradék
grafban akarhogyan is valasztunk ki k& pontot, ezek kozott van ketts, melyek nincsenek osszekotve (k > 3).

Olimpiai szakkor 2015-03-27.

[Suranyi emlékverseny, azaz 1. véalogato feladatai, illetve:]
4. Az N négyzetre helyezett k kor a négyzetbdl négy gérbevonala haromszoget vag le (amit egy koriv és két szakasz
hatarol). Két szemkozti piros, a méasik ketts kék. Biz. a kék és piros haromszogek keriiletének Gsszege megegyezik.

z(y+1) y(z+1) z(z+1)
z—1 7 y—1 7 =z-1

5. Az x,y,z olyan porzitiv egészek, amelyekre az
lehetséges legnagyobb értéke?

mindegyike pozitiv egész. Mi az zyz

6. Egy szabélyos nyolcszog csticsait négy szinnel szinezziik gy, hogy szomszédos cstcsok szine nem lehet azonos.
Héany szinezés van, amelyben (a) minden szin két csicsnal szerepel; (b) nincs korlatozva a szinek szama, lehet akar 0
is.

7. Tekintsiik egy kocka harom olyan lapatlojanak egyenesét, amelyek paronként kitérGek. Az e egyenes az iménti
harom egyenes mindegyikével ugyanakkora szoget zar be. Mekkora lehet ez a sz6g?

8. Egy n tagu szamtani sorozat elemei koziil kivalaszthatd k& elem, melyek névekvsé mértani sorozatot alkotnak.
Bizonyitsuk be, hogy n > 2k1.

9. Legyenek x1,x9, ..., x2015 valés szdmok. Ugyanezen szadmok valamely y1,ys, . . ., Y2015 permutacidjara 3y; —x; =
229, Yz — x2 = 23, ..., 3Y2015 — T2015 = 221. lgazoljuk, hogy minden z; ugyanakkoral



Olimpiai szakkor 2015-04-10.

1. Egy 2015 x 2015-6s sakktadbla minden mezg§jébe egynél kisebb abszolutértéktd szamot irtunk. Tudjuk, hogy
barmely 2 x 2-es négyzetben 1évS szamok Osszege 0. Bizonyitsuk be, hogy a tablazatbeli szdmok Osszege 2015-nél
kisebb.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha n olyan pozitiv egész, amelyre az 2> — 3zy? + v = n egyenletnek van egész szamokbol
allé (x,y) megoldéasa, akkor van legalabb harom ilyen megolddsa. Mutassuk meg, hogy az egyenletnek nincs egész
megoldésa, ha n = 2891.

3. Igazoljuk, hogy négy paronként egymast érinté gomb hat érintési pontja vagy egy sikon, vagy egy gémbon van.
4. Az ABCDEF szabalyos hatszog AB és CE 4tloit a bels6 M és N pont ugy osztja fel, hogy % = g—g =r.
Hatarozzuk meg r értékét, ha B, M, N egy egyenesen fekszik.

5. Szeretnénk kivilasztani a 900 osztdi koziil néhanyat ugy, hogy a 900 tetszSleges d osztojahoz létezzen a kivé-

lasztottak koziil olyan ¢, amelyre 30 | ([Zi]) Legalabb hany osztot kell ehhez kivalasztani? Oldjuk meg a feladatot 900

helyett 210%-re és 2103-re is.

6. Legyen S egy négyzet, amelynek oldalhossztusaga 100 és L egy S-ben fekvs 6nmagét nem metszd AgA1As ... A,
tordttvonal, ahol Ag # A,. Tegyiik fel, hogy az S négyzet hatardnak minden pontjahoz van L-nek olyan pontja,
amelynek P-t6l valé tavolsidga nem nagyobb %—nél. Bizonyitand6, hogy van L-en olyan X és Y pont, amelyeken
tavolsdga nem nagyobb 1-nél és L-nek X és Y kozotti része legalabb 198 hosszusagu.



