Dobos Sandor Olimpiai szakkorok feladatanyaga a 2015-2016-0s tanévben:

2015. szeptember 18.

1.

Az ABCD négyzet BC illetve CD oldalan ugy vettik fel az E és F pontot, hogy
BE+DF=AE. Bizonyitsuk be, hogy AF az EADD felezdje.

Az ABC ha&romszog korulirt kore W, akortlirt kor kozéppontja O. Egy A k6zéppontu k
kor a BC szakaszt a D és E pontokban metszi, ahol B, D, E, C paronként kil 6nb6z6
pontok, amelyek a BC egyenesen ebben a sorrendben fekszenek. Legyenek F ésG ak
és Wkorok metszéspontjai, ahol A, F, B, C, G ebben a sorrendben kovetik egymést a
Wkoron. Legyen K a BDF haromszég kordlirt korének és az AB szakasznak a masik
metszéspontja. Legyen L a CGE haromszog korulirt korének és a CA szakasznak a
mésik metszéspontja. Tegyuk fel, hogy az FK és GL egyenesek kil 6nbozok és az X
pontban metszik egymast. Bizonyitsuk be, az X pont az AO egyenesen fekszik.

Az ABCD trapéz AD és BC oldalai parhuzamosak, az &lék metszéspontjaO, CD=A0
és BC=0D. CA aBCDDb szogfelezéje. Mekkoraaz ABCD?

Az ABC hdromszog AB, BC, AC oldalén felvettiik rendre aD, E, F pontot Ugy, hogy
EB=ED és EF=EC. Biz., hogy a DAF haromsztg korulirt korének kézéppontjan
amegy az FEDD felezgje.

A szabdlyos ABC h&romszog BC és AC oldaldn van D és E Ugy ,hogy haa
haromszdget 6sszehajtjuk a DE egyenes mentén, akor C éppen aBA-rakertl C'-be,
tovabba DC’'BB=90°. Mekkoraa DEC'D?

Az ABC hegyesszogii haromszdg BC, CA és AB oldalain a magassagvonal ak
talppontjai legyenek rendre D, E, F. Az EF egyenes egyik metszéspontjaaz ABC
haromszog koré irt korével legyen P. Legyen a BP és DF egyenesek metszéspontja Q.
Igazoljuk, hogy AP=AQ.

Az ABC h&romszogben legyen AP aBACD felezéje, ahol P aBC oldalon van, BQ
pedig az ABCD felezoje, ahol Q a CA oldalon van. Tudjuk, hogy BACD=60° és hogy
AB+BP=AQ+QB. Mik az ABC haromszdg sztgeinek |ehetséges értékei?

Legyen P egy pont az ABC haromszdg belsejében. Az AP, BP és CP egyenesek méasik
metszéspontja az ABC hdromszog Gkortlirt korével legyenrendre K, L ésM. A G
korhoz C pontban hlzott érinté messe az AB egyenest az S pontban. Tegyuk fel, hogy
SC=SP. Bizonyitsuk be, hogy MK=ML.
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Dobos Sandor Olimpiai szakkorok feladatanyaga a 2015-2016-0s tanévben:

2015. oktober 2.

1. Vankét piros, két fehér és két zold golyonk. Minden szin esetén az egyik 30, amésik
31 grammos ranézésre egyformak. Egy kétkard mérleggel szeretnénk két méréssel
azonositani a nehezebb golyokat.

2. A sik pontjainak egy véges Shalmazat kiegyensulyozottnak nevezzik, ha Sbarmely
két kilonb6zo6 A, B pontjdhoz van S-nek olyan C pontja, amire AC=BC. S-et centrum-
nélkilinek nevezzik, ha Sbarmely harom paronként kilnb6zoé A, B, C pontjara
teljesill az, hogy nincs S-nek olyan P pontja, amire PA=PB=PC. (a) Biz, barmely n>3
egészre |é&tezik n elemii kiegyensilyozott halmaz. (b) Mely n>3-relétezik n elemii
kiegyensulyozott, centrum-nélkili halmaz?

3. Van 5 piros golyonk, mindegyik 1000 grammos. Van 5 kék is, ezek kozll hdrom stlya
1000, egy 1001, egy pedig 999 gramm. H&rom méréssel azonositsuk a kdnnyi ésa
nehéz golyot egy kétkari mérleggel.

4. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan legalabb harom pontot tartalmazé véges sikbeli S
ponthalmazt, amire a halmaz barmely két killénbdzé A és B pontjanak
felezomerdlegese S-nek szimmetriatengel ye.

5. Van egy kétkari mérleg és 1, 2, 4, 8, 16 és 32 grammos mérésulyok, mindegyikbdl
egy darab. EQy n-grammos targyat k(n) féle médon Iehet lemérni. Mely n-re lesz k(n)
maximalis és mennyi ez a maximum?

6. Adott asikban 5 pont. A pontokat 6sszek6té egyenesek kdzott nincs parhuzamos,
mer6leges és egybe-ess. Pirossal meghtizunk minden olyan egyenest, amely athalad
valamely ponton és meréleges masik két pont dtal meghatarozott egyenesre. Adjunk
felst becd ést a piros egyenesek metszéspontjainak szamara.

7. Van 9 sllyunk, rajtuk aszamok 19, 2g, ..., 99. Az egyik slly hibés, afeliratanal
konnyebb. Kétkari mérleggel keressiik meg minél kevesebb méréssel a hibésat.

8. Sasik legaldbb kételemii ponthalmaza, nincs harom pontja egy egyenesen.
Szélmalomnak nevezzilk, ha egy egyenest hizunk Svalamely P pontjan keresztll,
majd ezt 6rajarésa szerint forgatjuk, mig nem taldkozik egy mésik Q ponttal. Ekkor
Q lesz az (j tengely és drajardsa szerint tovabb forog az egyenes, és igy tovabb a
végtelenségig. Biz. van Snek olyan P pontja és rajta &haladd | egyenes, amibél
inditva a sz8lmalmot S minden pontja végtelen sokszor lesz forgastengely.

9. Van 6t, paronkeént kilénbozé stlyu targy. Kétkari mérleggel hatdrozzuk meg a
nagysag szerinti sorrendjUket.
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Dobos Sandor Olimpiai szakkorok feladatanyaga a 2015-2016-0s tanévben:

2015. oktober 16.

1. Mutassuk meg, hogy han természetes szdm, akkor a (21n+4)/(14n+3) tort nem
egyszeriisitheto.

2. Mey haromjegyt pozitiv egészek egyenl6k jegyeik négyzettsszegének a 11-
szeresével?

3. (a) Melyek az n dsszes olyan pozitiv egész értékei, amelyekre 2"-1 oszthat6 7-tel ? (b)
Biz. 2"+1 sohasem oszthatd 7-tel, barmilyen pozitiv egészet is jelent n.

4. Hatérozzuk meg az 6sszes olyan x természetes szamot, amelyre p(x)=x>—10x—22, ahol
p(X) az x jegyeinek szorzata.

5. Hatérozzuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyre az {n, n+1, n+2,
n+3, n+4, n+5} halmaz Ugy bonthatd fel két kozos elemet nem tartalmazoé és nem dres
halmazra, hogy az egyik részhamaz elemeinek szorzata a masik részhamaz
elemeinek szorzataval egyenlé.

6. Egész megoldasokat keresiink: (a) x2+y>+22=x2y?; (b)  X*+y*+Z2=x3+y3+2,

7. Mély pozitiv egészekbdl &6 (a;b) szampérokralesz (ab?+b+7) osztdja (a?b+a+b)-
nek?

8. Mély pozitiv egészekbol al6 (a;b) szampérokra lesz a?/(2alb’>®+1) pozitiv egész?

9. Legyen p primszadm. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan g primszam, amivel minden n
egész szamraigaz, hogy nP—p nem oszthat6 g-val.
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Dobos Sandor Olimpiai szakkorok feladatanyaga a 2015-2016-0s tanévben:

2015. november 6.

1. Az an sorozatrdl tudjuk, hogy ai>ag, n>1-esetén an=3an-1-2an-2. |gazoljuk, hogy
a100>2%.

2. Egy kér mentén vannak az 1,2,....,12 szdmok. Hanyfél eképpen szinezhetjik 6ket 4
szinnel Ugy, hogy szomszédosak szine kilonbdz6 legyen?

3. Az an sorozatrdl tudjuk, hogy a1=0, |az|=[as+1], ...,|an|=|an-1+1]. Igazoljuk, hogy
(autazt...+an)/n>-1/2.

4. Az npozitiv egész 0sztdi legyenek da,...ds. Igazoljuk, hogy & (d(d,))* =(& d(d,))’ .

5. Minden val6s x-re f(x+1)+f(x-1)= J2 f(x). lgazoljuk, hogy a flggveény periodikus.

6. Hanoi tornyai: Van hdrom rdd A, B, és C, ezek kozul az A-n van 7 korong, amer6j ik
1,2, ..., 7cm. A korongokat egyesével éttehetjik méas rudra. Nagyobb korong, nem
kertlhet ndla kisebbre. Hany mozdulattal oldhaté meg afeladat, ha (a) A és C kozt
nem engedélyezett a mozgés; (b) A-rol csak B-re, B-rol csak C-re, C-rél csak A-ra
lehet pakolni.
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Dobos Sandor Olimpiai szakkorok feladatanyaga a 2015-2016-0s tanévben:

2015. december 4.

1. Az ABC haromszdg minden csticsa az N négyzet bel sgjében van. A cslcsok tukorképel
aharomszdg stlypontjaraA’, B', C'. Igaz-e, hogy ezek kozil legaldbb egy N-nek
belso pontja?

2. Egy 21 fés osztaybol 20 gyereket libasorba dlitunk és ezt igy jeldljik (k1, k2, ...k20).
Két libasort (k1, k2, ...k20) és (n1,n2,...,n20) aldsnak neveziink, halétezik i,
kul6nboz6 indexek, melyekre ki=nj. Legfeljebb hany libasort valaszthatunk Ugy, hogy
barmely kett6é kdzlluk &tlés legyen?

3. Az ABC h&omszdg beirt kore az AC, AB és BC oldalakat rendre K, M, N-ben érinti,
kdzéppontja O. A B-bél indulé sulyvona D-ben metszi MN-t. Mutassuk meg, hogy
O,D,K egy egyenesen vannak.

4. Egy tarsasigban barmely 4 ember kdzott van olyan, aki amasik 3 kozil pont egyet
ismer. Mennyi atéarsasdg maximdlis |étszama?

5. 23 par (46 darab) zokni kozul kivAlasztunk taldlomra 10 darabot. Mennyi a kihuzottak
kozti parok szamanak varhaté értéke?

6. Adott asikon 10 pont ugy, hogy barmely 6t kozott taldhatd négy, melyek egy koron
vannak. Legaldbb hany pontnak kell ekkor egy koron lennie?

7. Keressik meg mindazon f: R® R fuggvényeket, melyekre minden val0s x,y esetén
fOcty)HOT(y)=f(xy) +(X) +(y).
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Dobos Sandor Olimpiai szakkorok feladatanyaga a 2015-2016-0s tanévben:

2016. januér 8.

100& 4032

Bizonyitsuk be, hogy 121%.. 2015 < T
(221%..X1008)

=

2. A Teleflletelefontérsasag egyik kapcsol 6téblgjan 400 kimenet van. Barmely kettot
Osszekoti egy vezeték, mely piros vagy kék. A piros és kék vezetékek szama
megegyezik. A rendszer megbénul, ha két azonos szinii vezetéket kivesziink, melyek
négy pont kozott futnak. Mutassuk meg, hogy a konkurens cég technikai banditai
ugyanannyifél eképpen bénithatjak meg a kdzpontot két piros vezeték eltavolitasaval,
mint két keékkel.

3. Az ABCD konvex négysztgben DABD=ABCD=BCDD. Jel¢lje az ABC hdromszdg
magassagpontjat M, koréirt korének kdzéppontjat O. Mutassuk meg, hogy O, M, D
kollinedrisak.

4. A pn(X) polinomot a kdvetkezé rekurzioval definidjuk: po(X)=0, p1(X)=X €S pn(X)=Xpn-
1(X)+(1-X)pn-2(X), han>1. Minden pozitiv egész n-hez hat&rozzuk meg pn(X) gyokeit.

5. Legyenek a,b,c egy haromszdg oldalainak mérészamai. Bizonyitsuk be, hogy
Ja+b- c++b+c- a+c+a-bEJa+vb+4c

6. Legyenek mésn pozitiv egészek, n<m. Mutassuk meg, hogy
2 e MEM e 2 4y
(m- n)!

7. Egy hurnégyszog barmely hdrom cslcsa alkotta hdromszognek vegyuk a beirt kdrének
kozéppontjat. Bizonyitsuk be, hogy ezek téglalapot alkotnak.
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Dobos Sandor Olimpiai szakkorok feladatanyaga a 2015-2016-0s tanévben:

2016. februar 12.

1. Adott asikon n db. Kilonbdzé pont, Py, P2, ..., Pn. Adottak tovabbaaz s, s, ..., S
szamok Ugy, hogy minden i# esetén PiPj>=s+s. Mutassuk meg, hogy n nem lehet 4-
nél nagyobb és n=4 esetén 1/s;+1/s+1/ss+1/54=0.

2. Mey egész k-ralétezik olyan fv, amely a poz. egészekbdl az egészekbe képez és
f(1995)=1996 és minden x,y poz. egeszre f(xy)= f(X)+f(y)+kf(Inko(x;y)).

3. Legyen M ahegyessztgii ABC hdromszg magassagpontja. Az A-bél indulé aBC
améréjii korhoz hazott érinték érintési pontjai legyenek P és Q. Mutassuk meg, hogy
P, M, Q egy egyenesen vannak.

4. Egy énekversenyen 8 énekes vett részt. Osszesen d dalt énekeltek, mindegyiket
négyen adtak €6 és barmely két énekes ugyanannyi dalt adott el6 kdzdsen. Mi a
legkisebb d, amire ez lehetséges?

5. Adott n pozitivszam si, S, ..., Ssmelyek osszege 1. Biz

1£é 3 <g.

s (/1S +o+S, XS o+,
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Dobos Sandor Olimpiai szakkorok feladatanyaga a 2015-2016-0s tanévben:

2016. marcius4.

1. Legyen M ahegyesszogii ABC haromszog magassagpontja. Az A-bdél indulé aBC
améréjii korhoz hazott érinték érintési pontjai legyenek P és Q. Mutassuk meg, hogy
P, M, Q egy egyenesen vannak.

2. Egy énekversenyen 8 énekes vett részt. Osszesen d dalt énekeltek, mindegyiket
négyen adtak €6 és barmely két énekes ugyanannyi dalt adott el6 kdzdsen. Mi a
legkisebb d, amire ez lehetséges?

3. Adott n pozitivszdm sy, %, ..., Ssmelyek dsszege 1. Biz

g S p
1£ <.
g\/1+sl+...+s,_lx\/§ +.+s 2

4. Biz. han 2-nél nagyobb egész, akkor |étezik két paratlan szam x, és yn, amelyekre
X +yr=2",

5. Egy n" n-estébldbabeirjuk az 1, 2, ..., n? szdmokat. Minden sza&m beirasakor felirjuk
egy papirraa soraba és oszlopaba mér beirt szamok 6sszegét. Hogyan toltsik ki a
tablat, hogy a papirrairt szamok 6sszege aleheté legkisebb legyen?

6. Definidjuk akovetkez6 sorozatot: au=1, a,,,, = G + , >1. Biz, han legal&bb 4,
n a,
akkor [a?]=n.

7. Legyenek m, k poz. egészek. Mutassuk meg, hogy m-nek |étezik egy egyértelmii

v10 Ch

felbontasa a kovetkez6é forméban: m = ?k %?‘ T+...+§ 2 ahol ax>ax-

1>...>act>1.

8. Keressilk meg alegnagyobb poz. egész n szamot, amelyre |éteznek olyan X1,X2,...,Xn
nemnegativ egészek, nem mind 0, hogy az ay,a,...an szamok barmely sorozatéran®
nem osztjaaz ax szamok 0sszegét. (Az ai szamok mindegyike -1, 0, 1 valamelyike,
de nem mind 0.)

9. Az ABC tompaszdgii haromszdgben 2AB=BC<AC. BC felez6pontjaD, DC
felezépontja E. AC felezémerdlegesének és AB egyenesének metszéspontjaF.
|gazoljuk, hogy FBCB=2FEBD.
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Dobos Sandor Olimpiai szakkorok feladatanyaga a 2015-2016-0s tanévben:

2016. aprilis 8.

1. Legyenek aesb pozitiv egészek, amelyekre alb! az al+b!-nak tébbszorése. Bizonyitsuk
be, hogy 3a>2b+2.

ak
a’l +
pozitiv egész k esetén. Bizonyitsuk be, hogy al+a2+...+an>n teljesil minden n>2-re.

2. Pozitiv valés szamoknak egy al,a2,... sorozatéra teljesil a,,, ® minden

3. Az ABC derékszogii hdromszdg C cslicsabdl az AB étfogéra bocsatott magassagvonal
talppontja legyen H. A CBH h&romszog egy belsé D pontjara teljesil, hogy az AD
szakaszt felezi CH. Legyen aBD és CH egyenesek metszéspontja P. Legyen tovabba k
az a BD améroju félkor, amely a CB szakaszt metszi. A k-hoz P-bél hazott érint6
érintési pontja Q. lgazoljuk, hogy a CQ és AD egyenesek metszéspontja rajta van k-n.

4. 4. Jeolje apozitiv egész k utolso jegyét u(k), példaul u(2016) = 6. Egy szdmsorozat
tagjainak képzési szabdlya a kovetkezd: apozitiv egész ag adott, tovabban > 0 esetén
an = an1+ U(an1) =1 Milyen ap szdmok esetén tartalmaz a sorozat végtelen sok 3-
hatvanyt?

5. A négyzetracson adott az ABCD konvex racsnégyszog ugy, hogy mind a négy cslcsa,
mind pedig &tléinak M metszéspontja réacspont (azaz olyan pont, melynek mindkét
koordindt§aegész). Jeldlje t az ABCD négyszog, t1 pedig az ABM haromszog
terlletét. Igazoljuk az aldbbi egyenl 6tlenséget és allapitsuk meg, mikor lehet

egyenl8ség: /t 2 \/E+g

6. EgQy tarsasag ntagbdl al, kézilik néhanyan ismerik egymast, az ismeretseg kol-
csonos. Barmely két, egymast nem ismeré embernek pontosan két k6zos ismerése van.
Amennyiben két ember ismeri egymaést, nekik nincs k6zos ismerdésik. Igazoljuk, hogy
atarsasadg minden tagjanak ugyanannyi ismerése van.

7. Avadésx szamra x + 1/ x = 3. lgazoljuk, hogy minden poz. eg. n-re x" +x™" is
poz. eg. Igazoljuk, hogy Xx°° +x3" legaldbb1439 2™ killénbozs pozitiv egész
szammal oszthato.

p-1

8. Hatarozzuk meg azokat a pozitiv egész p primszamokat amire négyzetszam.

9. Dontsik €, hogy |étezik-e olyan n pozitiv egész szam, emelyre teljesil, hogy n
pontosan 2000 kil6nbdz6 primszammal oszthatd, és 2" +1 oszthatd n-nel.
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Dobos Sandor Olimpiai szakkorok feladatanyaga a 2015-2016-0s tanévben:

2016. aprilis 22.

1.

A koordinatarendszer négy racspontjaban van egy-egy babu. Barmelyik eltolhat6, két
masik dtal meghatarozott vektorral. Biz. barmely két bdbu egy helyre mozgathatd
véges sok |épéssel.

Egy véarosban 16 titkostigynok dolgozik. Minden Ugynok legaldbb egy mésikat figyd,
de nincs két tgyndk, kik egymast figyelnék. Barmely 10 tgyndk |eliltethet6 egy kerek
asztal koré ugy, hogy mindenki a bal oldali szomszédjét figyeli. Mutassuk meg, hogy
barmely 11 islelltethets igy.

A hegyesszbgii ABC h&omszog kozépvondain levé A', B, C' pontok koré
megrajzoltuk az AA’, BB, CC’ sugaru koroket. Haaz ABC terllete 10, akkor mekkora
tertiletii részre eshet a harom kor hatvanyvonalainak metszéspontja?

Létezik-e olyan H részhamaza a nemnegativ egészeknek, amelyekre minden
nemnegativ egész n esetén pontosan egy megoldéasa van az a+2b=n egyenletnek, ahol
aéshbH edeme. (b) Mi a helyzet, ha tordljuk a nemnegativ szét, és az egészekre
kérdezzlk ugyanezt?

Legyenek x,y,p,n,k olyan természetes szamok, amelyekre x" + y" = p*. Bizonyitsuk
be, hogy ha n egynél nagyobb paratlan szam, és p pératlan prim, akkor n p-nek
hatvanya.

Egy 5x7-es tébla fedheté-e L alakokkal (egy 2x2-es egyik mezsje elhagyasaval) Ugy, hogy
minden mez6t ugyanannyi L fedjen? Az L-ek nem loghatnak le, de tobb rétegben
lehetnek egymas felett.

Bizonyitsuk be, hogy minden eg. ehatds tizedfokl P(x) polinomhoz Iétezik olyan,
mindkét irdnyban co szdmtani sorozat, amely nem tartalmazza P egyetlen egész helyen
felvett értékét sem.

Van 100 kartyank, rajtuk a szamok 1-t6l 100-ig. A lapok hétoldalan is valamilyen
sorrendben az 1, 2, ..., 100 szamok vannak. Egy asztalra helyezték ket s mi
kijelolhetink oOtvenet. Vaaki megmondja, hogy a nem lathaté lapjukon szerepld
szamok szerint mi a nagysag szerinti nové sorrendjik. Hany 6tvenes sorrendje utan
tudjuk az 6sszes lapot sorrendbe alitani aletakart oldaluk szerint?

Az ABCD konvex négyszdg nem trapéz. Az AB és CD oldalegyenesek metszéspontja
E, a BC és DA olda egyenesek metszéspontja F Ugy, hogy B az AE, D pedig az AF
szakasz belso pontja. Mutassuk meg, hogy ha az ABC és az ADC haromszog kerilete
ugyanakkora, akkor az AEC és AFC haromsztgek kertilete is ugyanakkora.
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