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II. forduld

Rekurzio

A természetes szamok halmazan értelmezett fiiggvényt, vagyis a sorozatot altalaban meg-
adhatjuk explicit moédon, azaz megmondjuk azt, hogy egy tetszéleges természetes szam-
hoz mit rendeliink hozza. Megadhatjuk azonban ugy is, hogy megadjuk az els6 (néhany)
tagjat, a tovabbi tagokat pedig az el6ttiik levs(k) felhasznalasaval definialjuk. A ilyen
esetekben azt mondjuk, hogy a sorozatot rekurziv modon adtuk meg. Erre tipikus példa
a Fibinacci sorozat.

A feladatokban ezt kovetSen gyakran az a cél, hogy adjuk meg a sorozat n-edik tagjat
zart alakban.

Megoldasi modszerek

Sokszor tobb tuton is meg lehet oldani a feladatokat. Néhany gyakran hasznalt modszer:

Teljes indukci6 (azaz vegyiik észre ...)

Megprobaljuk kitalalni a végeredményt, majd ezt teljes indukcio segitségével igazoljuk. A
modszer problémaés része a kitalalas.

Teleszkopikus Osszeg

A keresett Osszefliggést felirva, majd az index léptetésével 1-ig (illetve a legkisebb értékig)
— esetleg megfelel6 konstansokkal szorozva — Osszeadjuk Gket. Nézziik erre a kovetkezd
rekurziv sorozatot (a jol ismert szamtani sorozatot):

CL1:3; an:an—1+2; n>2
Irjuk fel az elemeket 1-ig

p = Qp—1 + 27
Up-1 = Q2+ 2,

Ap—9 = Qp_3 + 27

a3:a2—|—2,

as = a + 2.
A felirt n — 1 egyenletet Osszeadva és az egyforma elemeket elvéve kapjuk, hogy
an, =a; +2(n—1),

ami a konkrét esetben
an=3+2(n—1)=1+2n.
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Teleszkopikus szorzat

A keresett Osszefiiggést felirva, majd az index léptetésével 1-ig (illetve a legkisebb értékig)
— esetleg megfelel6 konstansokkal szorozva — Gsszeszorozzuk Gket. Nagyon fontos ezen
modszernél arrol meggy6z&dni, hogy nincs a felirt 6sszefiiggések kozott nulla értékd sor.
Nézziik erre a kovetkezs rekurziv sorozatot (a jol ismert mértani sorozatot):
a1 =3; G, =20,_1; N > 2
Irjuk fel az elemeket 1-ig
Ay, = 2an717
Up—1 = 2an—2a

ap—g = 2an—37

az = 2as,
as = 2ay.
A felirt n — 1 egyenletet Gsszeszorozva (figyelve arra, hogy egyik sorban sincs 0 szorzd) és
az egyforma elemekkel elosztva kapjuk, hogy
an =2""1ay,

ami a konkrét esetben
a, =3-2"1.

Index léptetése

Index le (esetleg fel) 1éptetésével és az eredeti Osszefiiggés felhasznalasaval egy ,kezesebb”
sorozat kialakitasa.

Uj sorozat (1ij ismeretlen) bevezetése

Mint az elnevezés mutatja, egy ,kezesebb” sorozat elérése a cél. Nézziik erre a kovetkezs
rekurziv sorozatot:
a;=1; a, =3a,1+2; n>2
Alakitsuk at a képzési szabalyt és adja magar az 0j sorozat létrehozasa
Ay, = 3ap_1 + 2 /+1
an—i—l :3an_1—|—3
an+1=3(an_1+1)
bn:an—i—L b1:a1+1:2;

bn = 3bn—1
Ez egy mértani sorozat, aminek a zart alakja
by, =2-3"""

és innen
a,=2-3"1-1

Egy feladatban akar tobb modszer egymas uténi vagy akar egyidejd alkalmazésa is lehet-
séges. Természetesen mas megoldasi modszerek is léteznek, a felsoroltak a leggyakrabban

alkalmazottak.
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Linearis masodrendii rekurzio

A rekurzi6 altalanos alakja (vagy erre az alakra hozhato)
a1 =A; aa=B; a,=C1-ap_1+Cy-ap_o;, n>3; ésA; B; Cq; C, eR
A rekurzidhoz tartoz6 mésodfoki egyenlet:
q> = Cy-q+ Cs,

és ennek gyokei legyenek g és go.
Ha q1 # g9, akkor a sorozat altalanos megoldasa

an =Ky - ¢+ Ky - gi Y Ky, Ko eR
alaki, ahol Ky és Ky a sorozat elsé két tagjabol kiszamolhato, az

a =K ¢ '+ Kyqp ' =K+ Ky
ay =K - @'+ Ky ' =K -+ Ky qo

egyenletrendszert megoldva.

Ha ¢, = g2, akkor az altalanos megoldésa
an:Kl-q?71+K2~q’f*1~n; K17 KQER
alaki, ahol Ky és K, szintén a sorozat elsé két tagjabol kiszamolhato, az

o =K g '+ Kyq 1=K + K,
as =K'+ Ky ¢ 2=K-q+2- Ky qu
egyenletrendszert megoldva.
Nézziink egy konkrét példat!
Ap = 90p_1 —06ay_0; N>3; a1 =7, ay =17
¢ =5q—6 = @ =2; ¢ =3,
Ay = Kl . 2”71 —+ K2 . 3”71

{7 — 9K, + 3K,

= Ki=2 Ky=1,
17 =4K, + 9K,
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A masodik fordul6 feladatai

A sikeres szerepléshez nem kell az Osszes feladatot megoldani. Az eredményeket az Osszes
fordulo teljesitménye alapjan és évfolyamonként kiilon-kiilon értékeljiik.

Az alabbi feladatok tébbségét nem csak az ismertetett modszerek segitségével lehet meg-
oldani. A versenyben természetesen minden helyes megoldast maximalis pontszammal
értékeliink. Elvileg kiilonb6z6 méasodik megoldasra az eredeti pontszam legfeljebb 50 %-a
kaphato.

7. Hatérozzuk meg a,-t zart alakban!

ap = 30p_1+2n—3; n>2; a; =1 (6 pont)

8. Hany b5-tel oszthato szam van a sorozat elsé 100 tagja kozott?

Up = Gp_1+n%, n>2 a; =1 (6 pont)

9. Hatarozzuk meg a,-t zart alakban!

an =3ap_1 +2n> —6n+3; n>2; a; =1 (8 pont)

10. Hatarozzuk meg a,-t zart alakban!

na, = (2n—2)a,—1 — (n—2)ap,—2; n>3; ar = 9; az =4 (10 pont)

11. Bizonyitsuk be, hogy af + a3 + a3 + ...+ aj < 1, ha

0<a <1 Up = Qp_1 —a>_1; 1> 2 (10 pont)

12. Hatarozzuk meg a,-t zart alakban!

Ap—10n—2
Ap — ———————————————— n Z 3, a; =

= 10 t
Baan - 2an71’ ( Pon )

1
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Bekiildési hatarids: 2022. mércius 27. 235
Bekiildési cim: matoktport@gmail.com
Email targy: II. fordul6 megoldasai

A megoldasokat kérjiik egy (1!) levélben bekiildeni a kénnyebb feldolgozas érdekében. A
megoldasok csatolas formajaban keriiljenek a levélbe, kizarélag PDF formatumban. A
csatolt file neve ékezetek nélkiili legyen és tartalmazza a bekiildé nevét, tovabbé a fordulo
sorszamat is (esetleg a feladat sorszamat, ha csak 1 feladatot tartalmaz). Szokoz helyett
a " " karakter alkalmazando6! Példak csatolt file nevekre:

gipszjakab fordulo2.pdf

gipszjakab fordulo2 feladat08.pdf
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